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Obiective de înv t,are

La sfârs, itul acestui capitol, vet, i � capabili s :

1. Distinget
,
i între date de pret, OHLC, pret,uri ajustate s, i spread-uri bid-ask

2. Calculat
,
i randamente simple s, i logaritmice s, i explicat, i pierderea din variant, 

3. Identi�cat
,
i faptele stilizate ale randamentelor (cozi groase, gruparea volatilit t, ii, efect levier)

4. Aplicat
,
i estimatori de volatilitate bazat, i pe range (Parkinson, GK, RS, Yang-Zhang)

5. Comparat
,
i e�cient,a estimatorilor s, i volatilitatea condit, ional  vs. necondit, ional 

6. Calculat
,
i m suri de performant,  ajustate la risc (Sharpe, Sortino, Calmar)

7. Construit
,
i frontiera e�cient  s, i derivat, i portofoliul cu variant,  minim 
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Ghid de studiu � Cum s  folosit, i materialele

Înainte de curs (pre-reading)

⊡ Franke et al. (2019), Cap. 1 (20 pag.)
⊡ Campbell et al. (1997), Cap. 1.1�1.3
⊡ Opt, ional: Cont (2001), Sect, iunile 1�2

Dup  curs (review)

⊡ Refacet, i exercit, iile din slide-uri f r  a privi
rezolv rile

⊡ Rulat, i cel put, in 2 notebook-uri Quantlet
⊡ Completat, i quiz-ul ca auto-evaluare

Resurse digitale

⊡ Slide-uri + cod: https://danpele.github.io/SFM/
⊡ Quantlet-uri interactive: https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_01
⊡ Forum de discut

,
ii: Platforma e-learning ASE
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Cuprins

⊡ Motivat, ie

⊡ Date de pret,
⊡ Randamente

⊡ Fapte stilizate

⊡ Estimatori de volatilitate

⊡ Comparat, ie de e�cient, 

⊡ Randamente ajustate la risc

⊡ Caz de utilizare AI

⊡ Rezumat

⊡ Quiz & Exercit, ii de examen

⊡ Bibliogra�e
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Harta capitolului

Date
OHLC, volum

Transformare
rt =

ln(Pt/Pt−1)

Propriet t
,
i

asimetrie,
kurtosis

Estimare risc
σt , MDD

Decizie
Sharpe,
portofoliu

Parcursul logic

⊡ Colect m date de pret
,
(OHLC)

⊡ Le transform m în randamente

⊡ Studiem faptele stilizate

⊡ Estim m riscul (volatilitate, drawdown)

⊡ Lu m decizii (Sharpe, frontier  e�cient )

Ideea central 

⊡ Pret,urile sunt nestat, ionare � nu le putem
modela direct

⊡ Randamentele sunt stat
,
ionare � le putem

analiza statistic

⊡ Volatilitatea este o variabil  latent  � trebuie
estimat 

⊡ Riscul nu este doar volatilitate � include cozi
groase, drawdown, asimetrie
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Partea I

Date, Randamente s, i Fapte Stilizate

� Sect, iunile 1�4 �



Motivat, ie 7

De ce avem nevoie de date?

�Data! Data! Data! I can't make bricks without

clay.� � Sherlock Holmes

Înt,elegerea trecutului

⊡ Identi�carea modelelor, tendint,elor
s, i anomaliilor.

⊡ Validarea teoriilor: EMH (E�cient
Market Hypothesis), CAPM
(Capital Asset Pricing Model),
APT (Arbitrage Pricing Theory).

⊡ M surarea pro�lurilor de risc s, i
randament.

Predict, ia viitorului

⊡ Prognoza pret,urilor, volatilit t, ii,
corelat, iilor.

⊡ Construirea de strategii cantitative.
⊡ Analiz  de scenarii s, i stress testing.

Managementul riscului

⊡ Cuanti�carea expunerii: VaR
(Value at Risk), CVaR (Conditional
VaR), ES (Expected Shortfall).

⊡ Diversi�carea portofoliului s, i
hedging.

⊡ Conformitate regulatorie (Basel III,
Solvency II).

Evaluare & tranzact, ionare

⊡ Evaluarea derivatelor (opt, iuni,
futures, swap-uri).

⊡ Contabilizare mark-to-market.
⊡ Tranzact, ionare algoritmic  s, i de

înalt  frecvent, .

Statistica Piet,elor Financiare



Motivat, ie 8

Exemple de utilizare a datelor

Analiz  tehnic 

⊡ Utilizeaz  date istorice de pret, s, i volum.

⊡ Modele gra�ce, medii mobile, RSI, MACD.

⊡ Presupune c  istoria pret,urilor se repet .

Analiz  fundamental 

⊡ Situat, ii �nanciare, câs,tiguri, indicatori macro.

⊡ Modele de �uxuri de numerar actualizate
(DCF).

⊡ Raportul P/E, book-to-market, randamentul
dividendelor.

Finant,e cantitative

⊡ Modele statistice: GARCH, vol. stochastic ,
copule.

⊡ Înv t,are automat : random forests, LSTM-uri.

⊡ Modele factoriale: Fama-French, Carhart, Barra.

Tranzact, ionare algoritmic 

⊡ Date tick-by-tick, registrul de ordine (order
book), date TAQ.

⊡ Algoritmi de execut, ie sensibili la latent, .

⊡ Microstructura piet,ei s, i execut, ia optim .
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Motivat, ie 9

Surse de date

Surs  Tip Cost Acoperire

Bloomberg Terminal OHLCV, fundamentale, s,tiri $$$$ Global, toate clasele de active

Re�nitiv Eikon OHLCV, date tick, s,tiri $$$ Global, institut,ional

Yahoo Finance OHLCV zilnic, dividende Gratuit Act,iuni, ETF-uri, FX

WRDS / CRSP Pret,uri ajustate, randamente $$ (academic) Act,iuni SUA, 1926�prezent

CoinGecko / CoinMarketCap OHLCV, date on-chain Gratuit/$ Criptomonede

Surse gratuite

⊡ Yahoo Finance, Alpha Vantage, Quandl
(NASDAQ Data Link).

⊡ Su�ciente pentru cercetare academic  s, i
backtesting.

⊡ Întârzieri: 15�20 minute pentru cotat, ii în timp
real.

Surse pl tite / institut, ionale

⊡ Bloomberg, Re�nitiv: date tick la nivel de
milisecund .

⊡ WRDS/CRSP: date curate de act, iuni SUA, f r 
survivorship bias.

⊡ Esent, iale pentru managementul profesional al
riscului.
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Motivat, ie 10

Frecvent,a datelor

Tick 1 min 5 min Orar Zilnic S pt. Lunar

HFT Standard Macro

⊡ Frecvent
,
  mai mare ⇒ mai multe observat, ii, mai mult zgomot de microstructur .

⊡ Zilnic este frecvent,a standard pentru cercetarea academic  s, i practic .

⊡ Efectul Epps (1979): corelat, iile perechi între active scad pe m sur  ce frecvent,a de es,antionare cres,te
c tre nivelul de tick.
▶ Cauzat de tranzact, ionarea asincron : activele nu se tranzact, ioneaz  simultan.
▶ Corelat, iile m surate la frecvent,  zilnic  sunt semni�cativ mai mari decât la 1 minut.

⊡ Datele intrazilnice sunt esent, iale pentru estimarea volatilit t, ii realizate (Sect, iunea 5).
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Motivat, ie 11

Provoc ri ale datelor în �nant,e

⊡ Calitatea datelor: Valori lips , tick-uri eronate, erori la act, iuni corporative.
▶ Chiar s, i datele Bloomberg cont, in erori; validat, i mereu.

⊡ Survivorship bias: Studierea doar a �rmelor listate curent in�eaz  randamentele estimate.
▶ CRSP include �rmele delistate; Yahoo Finance nu.

⊡ Look-ahead bias: Utilizarea informat, iilor indisponibile la momentul deciziei.
▶ Ex., utilizarea compozit, iei actuale a indicelui pentru a backtesta o strategie de 10 ani.

⊡ Volumul datelor: HFT genereaz  ∼1 TB/zi per burs ; stocarea s, i cur t,area sunt netriviale.

⊡ Testare multipl : Harvey, Liu & Zhu (2016) argumenteaz  c  majoritatea factorilor publicat, i sunt
descoperiri false.
▶ p-hacking s, i c utarea excesiv  în date in�eaz  erorile de tip I.
▶ Prag recomandat: t-statistic > 3.0 pentru factori noi.

⊡ Interpretarea datelor: Corelat, ie ̸= cauzalitate; semni�cat, ie statistic  ̸= economic .
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Cuprins

⊡ Motivat, ie ✓

⊡ Date de pret
,

⊡ Randamente

⊡ Fapte stilizate ale randamentelor �nanciare

⊡ Estimatori de volatilitate

⊡ Comparat, ie de e�cient, 

⊡ Randamente ajustate la risc

⊡ Caz AI / Rezumat / Quiz

⊡ Bibliogra�e
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Date de pret, 13

Date OHLC

Symbol Denumire Descriere

Ot Deschidere Primul pret, din perioada t

Ht Maxim Pret,ul maxim din perioada t

Lt Minim Pret,ul minim din perioada t

Ct Închidere Ultimul pret, din perioada t

Vt Volum Act, iuni tranzact, ionate

⊡ Prin construct, ie: Lt ≤ Ot , Ct ≤ Ht .

⊡ Range Ht − Lt : proxy pentru volatilitatea
intra-perioad .

⊡ Volum mare ⇒ descoperire a pret,ului mai
e�cient .

Wed
Feb 18

Thu
Feb 19

Fri
Feb 20

Mon
Feb 23

Tue
Feb 24

257.5

260.0

262.5

265.0

267.5

270.0

272.5

275.0

Pr
ice

 ($
)

Up (Close > Open) Down (Close < Open)

SFM_ch1_ohlc_orderbook
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Date de pret, 14

OHLC: Exemplu numeric

⊡ Cinci zile de tranzact, ionare cu date simulate tip AAPL (pret,uri în USD):

Date Open High Low Close Volume

2024-01-02 185.20 188.45 184.10 187.90 52,300,000

2024-01-03 187.90 189.30 183.60 184.20 61,800,000

2024-01-04 184.20 186.80 181.50 186.10 48,500,000

2024-01-05 186.10 191.20 185.70 190.40 55,200,000

2024-01-08 190.40 193.50 188.90 192.30 47,900,000

⊡ Ziua 2 (3 Ian): lumânare bearish � Close < Open; spread = 189.30− 183.60 = $5.70.

⊡ Ziua 4 (5 Ian): lumânare bullish puternic  � Close − Open = $4.30; volum mare.

⊡ Randamentul logaritmic zilnic, 2 Ian: r = ln(187.90/185.20) = 0.01449 ≈ 1.45%.
SFM_ch1_ohlc_orderbook
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Date de pret, 15

Pret,ul ajustat de închidere

⊡ Pret,urile de închidere brute nu sunt direct comparabile în timp din cauza act, iunilor corporative.

⊡ Pret
,
ul ajustat de închidere t, ine cont retroactiv de toate act, iunile corporative:

Padj
t = Pt ×

∏
k: tk>t

A−1
tk

⊡ Atk ≻ factorul de ajustare la data act, iunii corporative tk

Pt brut Split? Dividend? Padj
t

Important

⊡ Folosit, i mereu pret,uri ajustate la calculul randamentelor � pret,urile brute prezint  salturi false la
datele act, iunilor corporative care ar ap rea ca randamente arti�ciale mari.
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Date de pret, 16

Factori individuali de ajustare

⊡ Splituri de act
,
iuni (m-for-n): �ecare act, ionar primes,te m act, iuni pentru �ecare n det, inute.

Asplit
t =

n

m
, de ex. split 2-la-1: At =

1
2
.

⊡ Dividende în act
,
iuni: compania emite act, iuni noi ca dividend (de ex. 10% dividend în act, iuni).

Astock div
t =

1
1+ d

, d = rata dividendului.

⊡ Dividende în numerar: plat  direct  în numerar Dt pe act, iune.

Acash div
t =

Pt−1 − Dt

Pt−1
= 1− Dt

Pt−1
.

⊡ Oferte de drepturi: act, ionarii existent, i cump r  act, iuni noi la un pret, redus.

Arights
t =

Pt−1 + r · Psub

Pt−1(1+ r)
,

unde r = raportul de act, iuni noi per act, iune existent , Psub = pret,ul de subscriere.
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Date de pret, 17

Exemplu numeric: Pret,uri ajustate

Example 1

Act, iune la $100. Ziua 5: dividend în numerar $2. Ziua 10: split 2-la-1.

⊡ Factori de ajustare: A5 = 98/100 = 0.98; A10 = 1/2 = 0.50

⊡ Pret
,
uri ajustate:

Perioada Ajust ri Formul 

t < 5 ambele Padj
t = Pt × 0.49

5 ≤ t < 10 doar split Padj
t = Pt × 0.50

t ≥ 10 niciuna Padj
t = Pt

⊡ $100 din Ziua 1 se ajusteaz  la 100× 0.49 = $49 retroactiv � nu e o pierdere, ci doar o ajustare
contabil .

⊡ Seria de randamente calculat  din pret,uri ajustate este continu  pe parcursul act, iunilor corporative.
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Date de pret, 18

Spread Bid-Ask s, i registrul de ordine (order book)

⊡ Ask Pa: cel mai mic pret, de vânzare.
⊡ Bid Pb: cel mai mare pret, de cump rare.
⊡ Spread: s = Pa − Pb > 0.
⊡ Mid-price: Pm = (Pa + Pb)/2.
⊡ E�ective spread: 2|Ptrade − Pm|.
⊡ Spread-uri mai mici ⇒ piat,  mai lichid .

0 200 400 600 800 1000
Order Size (shares)

99.90

99.95

100.00

100.05

100.10

100.15

100.20

Pr
ice

 ($
)

Spread
$0.08

350
200

600
800

Mid $100.06 Ask (sell) Bid (buy)

SFM_ch1_ohlc_orderbook
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Date de pret, 19

Microstructura piet,ei

⊡ Microstructura piet
,
ei studiaz  modul în care se formeaz  pret,urile la nivel de tranzact, ie.

⊡ Descoperirea pret
,
ului: procesul prin care informat, iile noi sunt încorporate în pret,uri.

▶ Roll (1984): saltul bid-ask induce autocorelat, ie negativ  de ordinul întâi în randamentele
tranzact, iilor.

▶ Pret,ul tranzact, iei observat = pret,ul real + component  de zgomot.

⊡ Asimetria informat
,
ional : unii traderi au informat, ii private (traderi informat, i).

▶ Formatorii de piat,  (market makers) l rgesc spread-urile când riscul de select, ie advers  este mare.
▶ Glosten-Milgrom (1985) model: spread-ul de echilibru depinde de fract, ia de traderi informat, i.

⊡ Market makers: furnizeaz  lichiditate cotând simultan bid s, i ask.
▶ Pro�t  din spread; suport  risc de inventar s, i select, ie advers .

⊡ Tick size: incrementul minim de pret, (de ex., $0,01 pentru act, iunile SUA de la decimalizarea din
2001).
▶ Tick mai mic ⇒ spread-uri mai mici dar potent, ial mai put, in  adâncime.
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Date de pret, 20

Estimarea spreadului efectiv: Exemplu

Tranzact
,
ia Pret

,
($) Midpoint ($) Direct

,
ie Spread efectiv

1 50.10 50.05 Cump rare 2× |50.10− 50.05| = 0.10
2 49.95 50.00 Vânzare 2× |49.95− 50.00| = 0.10
3 50.15 50.08 Cump rare 2× |50.15− 50.08| = 0.14
4 49.90 49.95 Vânzare 2× |49.90− 49.95| = 0.10
5 50.20 50.10 Cump rare 2× |50.20− 50.10| = 0.20

⊡ Spread efectiv mediu: S̄e� = 1
5
(0.10+ 0.10+ 0.14+ 0.10+ 0.20) = $0.128.

⊡ Estimatorul Roll (1984): Ŝ = 2
√

−Ĉov(∆Pt ,∆Pt−1) � estimeaz  spreadul doar din autocovariant,a
randamentelor, f r  date de cotat, ii.

⊡ Aplicabil când datele bid/ask nu sunt disponibile (serii istorice lungi).
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Date de pret, 21

Impactul de piat,  s, i cont, inutul informat, ional

⊡ Impactul de piat
,
  (market impact): deplasarea pret,ului cauzat  de o tranzact, ie mare.

▶ Impact temporar (revenire) + impact permanent (informat, ie nou ).
▶ Modelul Almgren-Chriss (2001): cost total ∝ σ

√
V /ADV.

⊡ Lambda Kyle (λ): sensibilitatea pret,ului la �uxul net de ordine (order �ow):

∆Pt = λ · OFt + εt , λ = m sura ilichidit t, ii informat, ionale.

⊡ Descompunerea spreadului (Huang & Stoll, 1997):
▶ Componenta de select, ie advers  (informat, ie) � compenseaz  pierderea fat,  de traderii informat, i
▶ Componenta de inventar � risc de det, inere a unei pozit, ii dezechilibrate
▶ Componenta de procesare ordine � costuri �xe operat, ionale

⊡ Leg tura cu MDH: lichiditatea sc zut  ⇒ volatilitate mai mare, consistent  cu ipoteza mixturii de
distribut, ii.
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Cuprins

⊡ Motivat, ie ✓

⊡ Date de pret, ✓

⊡ Randamente

⊡ Fapte stilizate ale randamentelor �nanciare

⊡ Estimatori de volatilitate

⊡ Comparat, ie de e�cient, 

⊡ Randamente ajustate la risc

⊡ Caz AI / Rezumat / Quiz

⊡ Bibliogra�e
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Randamente 23

De ce randamente? Stat, ionaritate

De�nit, ie 1 (Stat, ionaritate slab  (în covariant, ))

⊡ O serie temporal  {Xt} este slab stat
,
ionar  dac :

1. E[Xt ] = µ (medie constant , ∀ t),
2. Var(Xt) = σ2 < ∞ (variant,  constant  s, i �nit , ∀ t),
3. Cov(Xt ,Xt−k) = γ(k) (autocovariant,a depinde doar de lag-ul k, nu de t).

⊡ Pret
,
urile Pt sunt în general nestat

,
ionare: au trend, r d cini unitare s, i variant,  variabil  în timp.

⊡ Randamentele rt = ln(Pt/Pt−1) sunt aproximativ stat, ionare: medie s, i variant,  relativ constante.
⊡ Notat

,
ie formal : Pt ∼ I (1) (nestat, ionar , r d cin  unitar ), rt = ∆ lnPt ∼ I (0) (stat, ionar ).

⊡ Intuit
,
ie: �Pret,urile cresc, randamentele oscileaz ." Analiz m randamente deoarece metodele statistice

cer stat, ionaritate.
⊡ Test formal: testul ADF respinge ipoteza nul  de r d cin  unitar  pentru randamente, dar nu pentru

pret,uri.
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Randamente 24

Stat, ionaritate: Pret, vs. Randamente

1000

2000

3000

4000

5000

6000

Pr
ice

 (U
SD

)

Price (non-stationary)
S&P 500: Price vs. Daily Returns

2000 2004 2008 2012 2016 2020 2024

0.10

0.05

0.00

0.05

0.10
Lo

g 
re

tu
rn

Returns (stationary)

⊡ Sus: Pret,ul S&P 500 are medie cu trend s, i variant,  cresc toare ⇒ nestat, ionar .

⊡ Jos: Randamentele log �uctueaz  în jurul zero-ului cu variant,  aprox. constant  ⇒ stat, ionar .
SFM_ch1_stationarity
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Randamente 25

Testul Augmented Dickey-Fuller (ADF)
⊡ ADF testeaz  H0: r d cin  unitar  (nestat,ionar ) vs. H1: stat,ionar .
⊡ Model: ∆yt = α + βt + γ yt−1 +

∑p
j=1 δj ∆yt−j + εt . Respingem H0 dac  τ̂ = γ̂/SE(γ̂) < τcritic.

2000 2004 2008 2012 2016 2020 2024

1000

2000

3000

4000

5000

6000
Log-prices: ADF stat=0.73, p=0.990

Log-price 252-day moving avg.

2000 2004 2008 2012 2016 2020 2024

0.10

0.05

0.00

0.05

0.10

Returns: ADF stat=-19.10, p=0.0000

Returns

⊡ Log-pret,urile: H0 nu se respinge (p = 0.98) ⇒ r d cin  unitar , I (1).
⊡ Log-randamentele: H0 se respinge la 1% (p ≈ 0) ⇒ stat, ionare, I (0).

SFM_ch1_stationarity
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Randamente 26

Randamente simple (aritmetice)

Convent, ie de notat, ie

⊡ În notat, ia OHLC, pret,ul de închidere este Ct . Îns , de aici înainte, Pt denot  pret
,
ul de închidere (closing price) sau

pret
,
ul de închidere ajustat (adjusted closing price), în funct, ie de context.

⊡ Folosit, i mereu pret,uri ajustate pentru calculul randamentelor, pentru a t, ine cont de dividende s, i split-uri.

De�nit, ie 2 (Randament simplu)

⊡ Randamentul net simplu pe o perioad : Rt =
Pt−Pt−1

Pt−1
= Pt

Pt−1
− 1.

⊡ Randamentul brut: 1+ Rt = Pt/Pt−1.

⊡ Aditivitate pe active: randamentul portofoliului RP =
∑n

i=1 wiRi (exact, o perioad ).
⊡ Nu este aditiv în timp: randamentul brut multi-perioad  =

∏
s(1+ Rs), nu o sum .

⊡ M rginit inferior de −1 (r spundere limitat ; pret,urile nu pot � negative).
⊡ Randamentul brut pe k perioade: 1+ Rt(k) =

∏k−1
j=0 (1+ Rt−j).

⊡ Exemplu: P0 = 100, P1 = 110 ⇒ R1 = 10%.

⊡ Observat
,
ie: Randamentele simple sunt preferate pentru analiza cross-sect

,
ional  (construct, ia portofoliului).
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Când folosim �ecare tip de randament?

Context Tip preferat Motivare

Analiz  cross-sect
,
ional  Simplu (Rt) Aditivitate pe active: RP =

∑
wiRi

Serie temporal  Logaritmic (rt) Aditivitate temporal : r0→T =
∑

rt

Construct
,
ie portofoliu Simplu Ponderile sunt semni�cative

Backtesting pe termen lung Logaritmic lnWT = lnW0 +
∑

rt

Raportare c tre investitori Simplu Interpretare direct : �+10%�

Modelare statistic  Logaritmic rt ∈ (−∞,+∞), compatibil cu Distribut, ia Normal 

Mini-exercit, iu

⊡ O act, iune are P0 = 50, P1 = 55, P2 = 48. Calculat, i randamentele simple s, i logaritmice pentru �ecare
perioad . Veri�cat, i: suma log-randamentelor = log-randamentul total?
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Randamente logaritmice (compuse continuu)

De�nit, ie 3 (Randament logaritmic)

⊡ Randamentul logaritmic (randament compus continuu): rt = ln
(

Pt
Pt−1

)
= ln(1+ Rt).

⊡ Aditive în timp: rt(k) =
∑k−1

j=0 rt−j = ln(Pt/Pt−k).

⊡ Non-aditive pe active: rP ̸=
∑

i wi ri în general.

⊡ Simetrice: câs,tig de +x s, i pierdere de −x tratate simetric.

⊡ Nem rginite: rt ∈ (−∞,+∞), compatibil cu distribut, ia normal .

⊡ Exemplu: P0 = 100, P1 = 110 ⇒ r1 = ln(1.10) = 9.531%.

⊡ Observat
,
ie: Randamentele logaritmice sunt preferate pentru analiza seriilor de timp (stat, ionaritate,

agregare).
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Randamente simple vs. logaritmice: Expansiunea Taylor

Propozit, ie 1

Pentru randamente mici: rt = ln(1+ Rt) = Rt −
R2
t

2
+

R3
t

3
− · · ·

La ordinul doi: rt ≈ Rt −
R2
t

2
, deci rt < Rt pentru orice Rt ̸= 0.

⊡ Demonstrat
,
ie. Deoarece ln este strict concav , ln(1+ x) < x pentru orice x > −1, x ̸= 0.

Substituind x = Rt obt, inem rt = ln(1+ Rt) < Rt . □

⊡ Pentru randamente zilnice (|Rt | ≈ 1%), aproximarea rt ≈ Rt este excelent .
⊡ Diferent,a Rt − rt ≈ R2

t /2 cres,te cu volatilitatea s, i pe orizonturi mai lungi.
⊡ Aceasta este sursa pierderii din variant

,
  în performant,a pe termen lung.

Pierderea din variant,  (variance drag, Inegalitatea lui Jensen)

⊡ E[rt ] = E[ln(1+ Rt)] < ln(1+ E[Rt ]). Practic: E[rt ] ≈ E[Rt ]− 1
2
Var(Rt).
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Randamente simple vs. logaritmice: Comparat, ie vizual 
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Simple vs. Log Returns: Divergence

r = ln(1 + R) r = R (linear approx.)

⊡ Pentru randamente zilnice tipice (±3%), simple ≈ log; pentru mis,c ri mari, divergent,a e semni�cativ .
⊡ Randamentul log este mereu mai mic decât cel simplu: rt < Rt pentru Rt > 0.

SFM_ch1_stationarity
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Exemplu numeric: Randamente simple vs. logaritmice

Example 2

P0 = $100: cres,te +10% apoi scade −10% (randamente simple).

⊡ Randamente simple:
▶ P1 = 100× 1.10 = $110
▶ P2 = 110× 0.90 = $99
▶ Net: −1%. Suma +10%− 10% = 0 este

îns,el toare!

⊡ Randamente logaritmice:
▶ r1 = ln(1.10) = +9.531%
▶ r2 = ln(0.90) = −10.536%
▶ Sum : −1.005% = ln(99/100) ✓

Per. 1 Per. 2 Total

Rt +10.00% −10.00% −1.00%
rt +9.53% −10.54% −1.01%

⊡ Randamentele logaritmice se însumeaz  corect.

⊡ Randamentele simple trebuie compuse:
(1.10)(0.90)− 1 = −1%.
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De ce conteaz  diferent,a

⊡ Diferent,a dintre E[R] s, i E[r ] este pierderea din variant
,
  (variance drag): E[r ] ≈ E[R]− σ2/2.

⊡ Cres,te cu volatilitatea s, i orizontul de timp. Intuit
,
ie: volatilitatea act, ioneaz  ca o �tax � asupra cres,terii compuse.

Mini-scenariu: Care activ produce mai mult  avere pe termen lung?

⊡ Activ A: E[R] = 10%, σ = 5%
Pierdere: 0,052/2 = 0,125% ⇒ E[r ] ≈ 9,875%

⊡ Activ B: E[R] = 10%, σ = 30%
Pierdere: 0,302/2 = 4,5% ⇒ E[r ] ≈ 5,5%

⊡ Acelas, i E[R], dar averea pe 10 ani:
⊡ A: W10 = e10×0.09875 ≈ 2,68×W0

⊡ B: W10 = e10×0.055 ≈ 1,73×W0

⊡ Volatilitatea mare distruge averea!

Activ E[R]/zi σ/zi E[r ]/zi Pierdere anual 

S&P 500 0,040% 1,0% 0,035% ≈ 1,3%
AAPL 0,060% 1,8% 0,044% ≈ 4,1%
Bitcoin 0,200% 4,0% 0,120% ≈ 29%

Statistica Piet,elor Financiare



Randamente 33

De ce conteaz  diferent,a (cont.)

⊡ BTC: pierderea din variant,  = 42/(2× 100) = 0,08%/zi; pe 365 zile ≈ 29%/an.
⊡ Convent

,
ii: act, iunile folosesc 252 zile/an (NYSE), crypto foloses,te 365 zile calendaristice.

⊡ Pentru proiect, ii de avut, ie pe termen lung, folosit, i mereu randamente geometrice (log).
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Pierderea din variant, : Vizualizare
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Variance Drag: Impact on Real Assets

Variance drag = 2/2
S&P 500 (~16%)

Individual stock (~40%)
Bitcoin (~75%)

⊡ Curba pierderii σ2/2 este cvadratic : dublarea volatilit t,ii cvadrupleaz  pierderea.
⊡ S&P 500 (σ ≈ 16%): pierdere ≈ 1,3%/an; Bitcoin (σ ≈ 75%): ≈ 28%/an.

SFM_ch1_variance_drag
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Randamente multi-perioad  s, i procesul de avut, ie

De�nit, ie 4 (Procesul de avut, ie)

⊡ Investind W0 la momentul 0, avut, ia dup  T perioade: WT = W0

∏T
t=1(1+ Rt) = W0 exp

(∑T
t=1 rt

)
.

⊡ Log-wealth este o sum : lnWT = lnW0 +
∑T

t=1 rt .
⊡ Prin Teorema Limit  Central  (TLC), lnWT ≈ normal pentru T mare (dac  rt i.i.d.) ⇒ WT este log-normal.

⊡ Randamentul log pe k perioade: rt(k) =
∑k−1

j=0 rt−j (sum , simplu).

⊡ Randamentul simplu pe k perioade: Rt(k) =
∏k−1

j=0 (1+ Rt−j )− 1 (produs, mai di�cil).

Implicat, ie practic 

⊡ Pentru backtesting: sumat, i randamentele logaritmice, apoi convertit, i la avut, ia �nal  prin
WT = W0 · eCLRT .
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Mis,carea brownian  geometric  s, i proprietatea log-normal 

De�nit, ie 5 (GBM � Geometric Brownian Motion)

⊡ Modelul clasic Black-Scholes presupune c  pret,ul urmeaz : dPt = µPt dt + σPt dWt , cu solut, ia:

PT = P0 exp
[(
µ− σ2

2

)
T + σWT

]
, WT ∼ N (0,T ).

⊡ lnPT ∼ N
(
lnP0 + (µ− σ2/2)T , σ2T

)
⇒ PT este log-normal.

⊡ Termenul −σ2/2 este pierderea din variant
,
  (variance drag): randamentul median < randamentul mediu.
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Limit ri ale GBM

⊡ GBM presupune volatilitate constant  s, i randamente normal distribuite � ignor  cozi groase, gruparea volatilit t, ii
s, i efectul de levier.
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Randamente cumulate

De�nit, ie 6 (Randamente cumulate)

⊡ CSR (Randament simplu cumulat) de la 0 la T : CSRT =
∏T

t=1(1+ Rt)− 1.

⊡ CLR (Randament logaritmic cumulat) de la 0 la T : CLRT =
∑T

t=1 rt = ln PT
P0

.

⊡ Relat, ie: CSRT = eCLRT − 1.

⊡ CLR: sum  simpl , us,or de calculat.
⊡ CSR: necesit  compunere (înmult, ire).
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Randamente anualizate

⊡ Pentru a compara strategiile pe diferite orizonturi, randamentele sunt anualizate.
⊡ Anualizare geometric  (preferat ; t, ine cont de compunere):

R̄geo
annual

=
(∏T

t=1(1+ Rt)
)252/T

− 1 = e
252
T

·CLRT − 1.

⊡ Anualizare aritmetic  (aproximare simpl ): R̄arith
annual

= 252
T

∑T
t=1 rt .

Orizont Factor geo. Exemplu: medie 0,05%/zi

Zilnic → Anual (252 zile) (1 + R̄)252 − 1 (1.0005)252 − 1 = 13.3%
Lunar → Anual (12 luni) (1 + R̄)12 − 1 (1.0105)12 − 1 = 13.4%
Trim. → Anual (4 trim.) (1 + R̄)4 − 1 (1.0327)4 − 1 = 13.8%

⊡ Randamentul aritmetic > geometric cu aproximativ σ2/2 per perioad  (pierderea din variant, ).
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Momentele randamentelor

⊡ Media (primul moment) � randamentul as,teptat:

µ = E[rt ], µ̂ =
1
n

n∑
t=1

rt .

⊡ Variant
,
a (al doilea moment central) � risc total:

σ2 = Var(rt) = E[(rt − µ)2], σ̂2 =
1

n − 1

n∑
t=1

(rt − µ̂)2.

⊡ Asimetria (al treilea moment standardizat, skewness):

S =
E[(rt − µ)3]

σ3
. S < 0 ⇒ coad  stâng  mai grea (mai multe pierderi mari).

⊡ Kurtosis (al patrulea moment standardizat):

K =
E[(rt − µ)4]

σ4
. K > 3 ⇒ leptokurtic (cozi mai groase decât Distribut, ia Normal ).

⊡ Excess kurtosis: κ = K − 3; Normal ⇒ κ = 0.
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Asimetrie s, i kurtosis: Interpretare

⊡ Normal: S = 0, K = 3.
⊡ Asimetrie stâng  (S < 0): câs,tiguri mici frecvente, pierderi mari rare; tipic pentru indici bursieri.
⊡ Cozi groase (K > 3): evenimente extreme mult mai probabile decât Distribut, ia Normal ; universal în

datele �nanciare.
⊡ Asimetrie dreapt  (S > 0): câs,tiguri mari ocazionale; tipic pentru opt, iuni call OTM (out-of-the-money).
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Momente empirice: Exemplu

⊡ Statistici es,antion pentru randamente logaritmice zilnice (aprox. 2015�2024):

Activ Medie Std Asimetrie Kurtosis Min Max

S&P 500 +0.040% 1.00% −0.72 12.1 −12.8% +9.4%
AAPL +0.058% 1.80% −0.31 8.6 −13.0% +11.9%
Bitcoin +0.195% 3.90% −0.15 7.4 −46.5% +22.5%
EUR/USD +0.000% 0.45% +0.08 5.2 −2.7% +3.1%

⊡ Toate activele: excess kurtosis ≫ 0 (cozi groase con�rmate).

⊡ Act, iuni: asimetrie negativ  (riscul de crah domin ).

⊡ BTC: volatilitate maxim ; asimetrie negativ  în ciuda narativului de asimetrie pozitiv .

⊡ EUR/USD: medie aproape zero, aproape simetric , dar cu cozi groase.
SFM_ch1_returns
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Drawdown-uri

De�nit, ie 7 (Drawdown s, i MDD)

Drawdown la momentul t: DDt =
Pt −maxs≤t Ps

maxs≤t Ps
≤ 0. MDD: MDD = mint∈[0,T ] DDt .

⊡ MDD: cel mai mare declin de la maxim la minim din istorie.
⊡ Metric  de risc cheie pentru strategiile de urm rire a tendint,ei.
⊡ S&P 500 MDD: −56.8% (Oct 2007�Mar 2009).
⊡ BTC MDD: −83% (Dec 2017�Dec 2018).
⊡ Calmar ratio: R̄annual/|MDD|.
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Oprit, i-v  s, i gândit, i-v  (auto-evaluare)

Veri�care rapid  � Randamente

1. Un activ cres,te cu 20% s, i apoi scade cu 20%. Randamentul total simplu este 0%? Dar cel logaritmic?

2. De ce log-randamentele sunt preferate în modelarea statistic ?

3. Ce este �pierderea din variant, � (variance drag) s, i de ce conteaz  pentru investitorii pe termen lung?

R spunsuri

1. Nu! 100 → 120 → 96, pierdere −4%. Log: ln(1,2) + ln(0,8) = ln(0,96) = −4,1% ✓
2. Sunt aditive în timp (r[0,T ] =

∑
rt), simetrice, s, i nem rginite inferior.

3. E[geom] ≈ E[aritm]− σ2/2; volatilitate mare erodeaz  randamentul compus.
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Ipoteza piet,ei e�ciente (EMH)

De�nit, ie 8 (Ipoteza piet,ei e�ciente (Fama, 1970))

⊡ O piat,  este e�cient  informat
,
ional dac  pret,urile re�ect  complet toat  informat, ia disponibil .

⊡ Trei forme:

1. Forma slab : pret,urile re�ect  toate datele istorice de pret, s, i volum.
⇒ Analiza tehnic  nu poate genera randamente excesive; Corr(rt , rt−k) = 0.

2. Forma semi-puternic : pret,urile re�ect  toat  informat, ia public  disponibil .
⇒ Analiza fundamental  nu poate genera randamente excesive; studiile de evenimente arat  ajustare
rapid .

3. Forma puternic : pret,urile re�ect  toat  informat, ia (inclusiv privat /insider).
⇒ Nici insiderii nu pot genera randamente excesive (înc lcat  empiric).

⊡ Faptele stilizate de mai jos arat  unde EMH es
,
ueaz : absent,a autocorelat, iei liniare sust, ine e�cient,a

slab , dar gruparea volatilit t, ii s, i efectul de levier sugereaz  momente de ordin doi predictibile.
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Fapte stilizate ale randamentelor �nanciare (stylized facts)

⊡ Cont (2001) s, i Mandelbrot (1963) au identi�cat regularit t
,
i statistice universale observate pe diferite

piet,e, instrumente s, i perioade de timp.

1. Absent
,
a autocorelat

,
iei liniare: Corr(rt , rt−k) ≈ 0 pentru k ≥ 1.

2. Cozi groase (fat tails): excess kurtosis K > 3 în distribut, iile randamentelor.

3. Asimetrie: asimetrie negativ  pentru randamentele act, iunilor.

4. Gruparea volatilit t
,
ii (volatility clustering): valorile mari ale |rt | tind s  �e urmate de valori mari ale

|rt+1|.
5. Efectul de levier (leverage e�ect): randamentele negative cresc volatilitatea viitoare mai mult decât

cele pozitive de aceeas, i magnitudine (Black, 1976).

6. Normalitate prin agregare (aggregational Gaussianity): randamentele se apropie de normalitate pe
m sur  ce scala temporal  cres,te.

7. Corelat
,
ia volum-volatilitate: volumul de tranzact, ionare s, i volatilitatea sunt corelate pozitiv.
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Cozi groase s, i non-normalitate

⊡ Sub N (µ, σ2), un eveniment de 5σ are prob. ≈ 2.87× 10−7.
⊡ Black Monday (19 Oct 1987): S&P 500 −20.5% într-o zi (≈ 20σ, prob. ≈ 10−89).

Magnitudinea evenimentului Prob. Normal  Frecvent
,
  observat 

Mis,care > 3σ 0,27% (1 la 370 zile) ∼1 la 50�100 zile
Mis,care > 4σ 0,0063% (1 la 16 000 zile) ∼1 la 500�1000 zile
Mis,care > 5σ 1 la 3,5 mil. zile ∼1 la 5000�10 000 zile

Concluzie

⊡ Randamentele sunt leptokurtice: Distribut, ia Normal  subestimeaz  dramatic riscul de coad . Empiric ≈ Student-t cu
ν ∈ [4, 8].

Implicat, ie practic 

⊡ VaR-ul sub normalitate subestimeaz  pierderile extreme. Un model Normal ar � spus c  Black Monday nu se poate întâmpla
niciodat .
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Cozi groase: Ilustrat, ie QQ-Plot
⊡ Un QQ-plot: cuantilele es,antionului vs. cuantilele distribut, iei normale.
⊡ Dac  distribut, ia este Normal : punctele cad pe linia de 45◦ exact.
⊡ Form  de S: coada stâng  sub linie (pierderi mai extreme), coada dreapt  deasupra (câs,tiguri mai

extreme).
⊡ Cozi groase: ambele capete deviaz  în sus/jos fat,  de linie.
⊡ Testul Jarque-Bera: JB = n

6
(S2 + κ2

4
) ∼ χ22 sub H0.

⊡ Testele Kolmogorov-Smirnov s, i Anderson-Darling sunt de asemenea folosite.
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Gruparea volatilit t, ii (Volatility Clustering)

⊡ Mandelbrot (1963): �Schimb rile mari tind s  �e urmate de schimb ri mari � de orice semn � iar schimb rile mici tind s 
�e urmate de schimb ri mici.�

⊡ Formal: Corr(rt , rt−k ) ≈ 0 dar Corr(|rt |, |rt−k |) > 0 pentru k = 1, 2, . . .
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⊡ ACF a |rt |: descres,tere lent  (memorie lung ) ⇒ motiveaz  ARCH/GARCH.
⊡ Implicat

,
ie: �Volatilitatea este predictibil , randamentele nu."

SFM_ch1_stylized_facts
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Efectul de levier (leverage e�ect)

⊡ Black (1976): un randament negativ cres,te volatilitatea viitoare mai mult decât unul pozitiv de aceeas, i magnitudine.
⊡ Când pret,ul scade, datoria/capital propriu ↑ ⇒ risc mai mare.
⊡ Formal: Corr(rt , σ2t+1) < 0.

GJR-GARCH(1,1)
σ2t = ω + (α+ γ 1rt−1<0) r2t−1 + β σ2t−1
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Teorema Limit  Central  (TLC)

Teorem  1 (Teorema Limit  Central )

Fie X1,X2, . . . ,Xn variabile aleatoare i.i.d. cu E[Xi ] = µ s, i Var(Xi ) = σ2 < ∞. Atunci:

X̄n − µ

σ/
√
n

d−→ N (0, 1) când n → ∞.

⊡ Intuit
,
ie: suma (sau media) unui num r mare de variabile aleatoare independente tinde spre Distribut, ia

Normal , indiferent de distribut, ia original .

⊡ Condit
,
ie cheie: variant,a �nit  (σ2 < ∞). Es,ueaz  pentru distribut, ii Pareto-stabile (α < 2).

⊡ Vitez  de convergent
,
  (Berry-Esseen): supx |Fn(x)− Φ(x)| ≤ C E[|X1−µ|3]

σ3
√
n

, cu C ≤ 0.4748.

⊡ Relevant
,
  �nanciar : randamentele pe k zile =

∑k
j=1 rj � TLC justi�c  aproximarea normal  pentru

orizonturi mai lungi.
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TLC: Convergent,a vizual 
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Convergen a TLC: suma de variabile t5 (cozi groase)

⊡ Pe m sur  ce n cres,te, distribut, ia sumelor standardizate se apropie de curba normal  (linia ros, ie), indiferent de
distribut, ia init, ial .
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Normalitate prin agregare (aggregational Gaussianity)

⊡ Zilnic: cozi foarte groase, excess kurtosis ≈ 5�20.
⊡ S pt mânal: kurtosis redus, mai put, ine valori aberante extreme.
⊡ Lunar: aproximativ normal  prin Teorema Limit  Central  (TLC).

⊡ TLC: r (k)t =
∑k−1

j=0 rt−j
d−→ N când k → ∞, sub condit, ii slabe (σ2 < ∞).

⊡ Caveat:
▶ Convergent,a este lent  pentru distribut, iile Pareto-stabile
▶ Distribut, iile cu variant,  in�nit  nu converg niciodat  la Distribut, ia Normal 
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Corelat, ia volum-volatilitate

⊡ Fapt empiric: volumul Vt s, i |rt | sunt corelate pozitiv.
⊡ MDH (Mixture of Distributions Hypothesis, Clark 1973; Tauchen & Pitts 1983): ambele determinate

de �uxul informat, ional latent.

⊡ Sosire secvent
,
ial  (Copeland 1976): traderii învat,  secvent, ial.

⊡ Modelele GARCH augmentate cu volum dep s,esc GARCH standard.
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p < 0.001

OLS fit (  = 0.464)
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De la fapte stilizate la modele

Fapt stilizat Implicat
,
ie pentru modelare Capitol

Cozi groase (fat tails) Distribut, ia Student-t, Pareto-stabile Cap. 2
Gruparea volatilit t

,
ii GARCH, EGARCH Cap. 5

Efect de levier GJR-GARCH, EGARCH asimetric Cap. 5
Absent

,
a autocorelat

,
iei în rt EMH forma slab ; randamente ≈ MDS Cap. 3

Autocorelat
,
ie în |rt | s, i r2t Memorie lung , FIGARCH Cap. 5

Normalitate prin agregare TLC; modele cu variant,  �nit  Cap. 2
Corelat

,
ie volum-volatilitate MDH, modele GARCH cu volum Cap. 5

Concluzie

⊡ Faptele stilizate nu sunt doar curiozit t, i empirice � ele ghideaz  alegerea modelului statistic. Un model bun
trebuie s  reproduc  aceste regularit t, i.
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Volatilitatea: Conceptul central

De�nit, ie 9 (Volatilitate)

⊡ Gradul de variat, ie al unei serii de pret,uri de tranzact, ionare în timp
⊡ M surat  prin abaterea standard (sau variant,a) randamentelor
⊡ Este o variabil  latent : neobservabil  direct, doar estimabil 

Estimator Date utilizate RE vs. CC Referint
,
  cheie

Close-to-Close (CC) doar Ct 1.0 Statistic  clasic 

Parkinson (P) Ht , Lt 5.2 Parkinson (1980)

Garman-Klass (GK) Ot ,Ht , Lt , Ct 7.4 Garman & Klass (1980)

Rogers-Satchell (RS) Ot ,Ht , Lt , Ct 8.0 Rogers & Satchell (1991)

Yang-Zhang (YZ) Ot ,Ht , Lt , Ct 14.0 Yang & Zhang (2000)

Realized Vol (RV) Tick-uri intra-zilnice ≫14 Andersen & Bollerslev (1998)
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Tipuri de volatilitate: Taxonomie

Tip Sursa datelor Ce m soar  Când folosim Exemplu

Istoric  Pret,uri trecute Vol. medie pe Evaluare pe CC, rolling

(necondit
,
ional ) (Ct sau OHLC) termen lung termen lung 252 zile

Condit
,
ional  Randamente + Vol. variabil  Risc pe GARCH,

model în timp termen scurt EWMA

Realizat  Randamente Vol. zilnic  Benchmark RV cu date

intrazilnice real  de aur la 5 min

Implicit  Pret,uri As,teptarea Tranzact,ionare VIX,

de opt,iuni piet,ei opt,iuni IV surface

De ret, inut

⊡ Volatilitatea istoric  prives,te în trecut, cea condit, ional  estimeaz  azi, cea implicit  estimeaz  viitorul.
Fiecare r spunde la o alt  întrebare.
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Volatilitate istoric  (Estimatorul Close-to-Close)

De�nit, ie 10 (Volatilitate istoric )

⊡ Estimatorul standard bazat pe n randamente logaritmice:

σ̂CC =

√√√√ 1
n − 1

n∑
t=1

(rt − r̄)2, r̄ =
1
n

n∑
t=1

rt .

⊡ Aceasta este pur s, i simplu abaterea standard es,antion a randamentelor logaritmice.

⊡ Anualizare: σ̂annual = σ̂daily ×
√
252.

⊡ Avantaje: simplu, intuitiv, necesit  doar pret,uri de închidere.

⊡ Limit ri: ignor  informat, iile intra-zilnice (O, H, L); pondereaz  egal toate observat, iile; sensibil la
lungimea ferestrei n; întârzie schimb rile de regim.

SFM_ch1_volatility_estimators
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Volatilitate istoric : Estimare rolling
⊡ O fereastr  glisant  de n zile ofer  o estimare a volatilit t,ii variabil  în timp.
⊡ Alegeri uzuale: n = 20 zile (termen scurt), n = 60 zile (termen mediu).
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⊡ Clusterele de volatilitate sunt clar vizibile în estim rile rolling.
⊡ Lungimea ferestrei: scurt  → zgomotoas ; lung  → dep s, it .

SFM_ch1_volatility_charts
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Regula r d cinii p trate a timpului (Square Root of Time Rule)

Teorem  2
Dac  r1, r2, . . . sunt i.i.d. cu Var(rt) = σ21 , atunci σT = σ1

√
T .

⊡ Dem. Var(
∑T

t=1 rt) = Tσ21 ⇒ SD = σ1
√
T . □

⊡ Scalare: σannual = σdaily×
√
252; σmonthly = σdaily×

√
22; σweekly = σdaily×

√
5.

Când es,ueaz  regula?

Presupune randamente necorelate cu variant,  �nit . Es,ueaz  când:

⊡ Randamente autocorelate (ρ > 0 ⇒ vol real  > estimare)
⊡ Volatilitate variabil  în timp (efecte GARCH)
⊡ Variant

,
  in�nit  (Pareto-stabile)
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R d cina p trat  a timpului: Exemplu numeric

Example 3

Volatilitatea zilnic  σ̂daily = 1.2%.

Orizont
√
T Vol

1 zi 1.0 1.2%
1 s pt. 2.2 2.7%
1 lun  4.7 5.6%
1 trim. 7.9 9.5%
1 an 15.9 19.1%

⊡ Cu autocorelat, ie AR(1) ρ > 0: σ2T = Tσ21

[
1+ 2

∑T−1
k=1 (1− k/T )ρk

]
> Tσ21 .
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daily × T  (correct) Linear scaling (incorrect)
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Mini-exercit, iu: Anualizarea volatilit t, ii

Exercit, iu pe slide

Dac  σdaily = 1.5%, calculat, i:

1. σweekly (5 zile) =?
2. σmonthly (22 zile) =?
3. σannual (252 zile) =?

Rezolvare

1. σweekly = 1.5%×
√
5 = 1.5%× 2.236 = 3.35%

2. σmonthly = 1.5%×
√
22 = 1.5%× 4.690 = 7.04%

3. σannual = 1.5%×
√
252 = 1.5%× 15.875 = 23.81%

Atent, ie

⊡ Aceste calcule presupun randamente i.i.d. � validat, i mereu ipoteza înainte de a aplica regula
√
T .
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Estimatorul Parkinson (1980)

De�nit, ie 11 (Estimatorul Parkinson)

⊡ Utilizând doar pret,urile maxim s, i minim:

σ̂2P =
1

4n ln 2

n∑
t=1

(
ln

Ht

Lt

)2

.

⊡ Derivare. Sub GBM (Geometric Brownian Motion) cu µ = 0: E[(lnH/L)2] = 4σ2 ln 2, deci
1/(4 ln 2) ≈ 0.361.

Avantaje

⊡ 5,2× mai e�cient decât CC
⊡ Utilizeaz  informat, ia de range intraday
⊡ Formul  simpl , us,or de calculat

Limit ri

⊡ Presupune GBM cu drift zero
⊡ Presupune tranzact, ionare continu  (f r  salturi)
⊡ Distorsionat  în jos dac  H/L reale nu sunt

observate
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Estimatorul Garman-Klass (1980)

De�nit, ie 12 (Estimatorul Garman-Klass)

⊡ Utilizând toate cele patru pret,uri OHLC (GBM cu drift zero):

σ̂2GK =
1
n

n∑
t=1

[
0.5

(
ln

Ht

Lt

)2
− (2 ln 2− 1)

(
ln

Ct

Ot

)2]
.

⊡ Derivare: descompune variant,a total  în componentele interval (range) + închidere-deschidere;
minimizeaz  variant,a estimatorului.

⊡ E�cient
,
 : ≈ 7.4× mai e�cient decât CC.

⊡ Limitare: presupune µ = 0; distorsionat  pe piet,e în trend.

Avantaje

⊡ Cea mai bun  e�cient,  cu drift zero
⊡ Utilizeaz  informat, ia de range s, i O-to-C

Limit ri

⊡ Distorsionat  pe piet,e cu trend
⊡ Gap-urile overnight introduc bias
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Estimatorul Rogers-Satchell (1991)

De�nit, ie 13 (Estimatorul Rogers-Satchell)

⊡ Estimatorul RS permite drift nenul:

σ̂2RS =
1
n

n∑
t=1

[
ln

Ht

Ct
· ln

Ht

Ot
+ ln

Lt

Ct
· ln

Lt

Ot

]
.

Propriet t, i cheie

⊡ Independent de drift: nedeplasat  cu µ ̸= 0
⊡ Performant,  bun  pe piet,e cu trend
⊡ ≈ 8× mai e�cient decât CC

Aplicat, ii

⊡ Piet,e emergente (Öztürk et al., 2016)
⊡ Criptomonede (Cadenas-Morales, 2022)
⊡ Presupune: tranzact, ionare continu , f r  salturi
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Estimatorul Yang-Zhang (2000)

De�nit, ie 14 (Estimatorul Yang-Zhang)

⊡ Combin  componentele overnight, open-to-close s, i Rogers-Satchell: σ̂YZ =
√

σ̂2O + k σ̂2C + (1− k) σ̂2RS
⊡ α = 1.34 constanta optimal  (Yang & Zhang, 2000)
⊡ k = (α− 1)

/(
α+ (T + 1)/(T − 1)

)
≈ 0.14 pentru T tipic

⊡ σ̂2O : overnight variance = 1
T−1

∑T
t=1

(
ln Ot

Ct−1
− ln Ot

Ct−1

)2
.

⊡ σ̂2C : open-to-close variance = 1
T−1

∑T
t=1

(
ln Ct

Ot
− ln Ct

Ot

)2
.

⊡ σ̂2RS: componenta Rogers-Satchell.

⊡ 14× mai e�cient decât CC; gestioneaz  drift s, i salturi overnight.

⊡ Cel mai bun estimator general pentru date OHLC zilnice.
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Estimatori de volatilitate: Comparat, ie vizual  (AAPL 2018�2024)
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⊡ Range-based (P, GK, RS) sunt mai netezi decât CC; YZ combin  overnight + intraday.
⊡ În criz  (2020) toate capteaz  vârful, dar cu magnitudini diferite.
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Estimatori de volatilitate: Comparat, ie numeric  (AAPL 2020�2024)
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⊡ Range-based (P, GK, RS) produc volatilitate mai mic  decât CC � extrag mai mult  informat,ie.
⊡ YZ combin  overnight + intraday; diferent,ele cresc pe piet,e volatile cu gap-uri mari.

SFM_ch1_vol_comparison
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Volatilitatea EWMA

⊡ σ̂2t = λ σ̂2t−1 + (1− λ) r2t−1, λ = 0.94.

⊡ Ponderea la lag-ul k: (1− λ)λk (descres,tere exponent, ial ).

⊡ λ = 0.94: fereastr  efectiv  ≈ 16,7 zile.

⊡ Avantaje: react, ioneaz  rapid; f r  fereastr  �x ; us,or de actualizat.

⊡ Dezavantaje: f r  revenire la medie; λ stabilit extern.
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Volatilitatea realizat 

De�nit, ie 15 (Volatilitate realizat )

⊡ Date �ind m randamente logaritmice intrazilnice la frecvent,a ∆ = 1/m:

RVt =
m∑
j=1

r2t,j , rt,j = lnPt,j − lnPt,j−1.

⊡ Consistent
,
 : RVt

p−→
∫ 1

0
σ2t (s) ds când m → ∞ (Andersen & Bollerslev, 1998).

⊡ În practic : es,antionare la �ecare 5 minute (m ≈ 78 pentru act, iuni SUA).
⊡ Abaterea standard realizat : RSDt =

√
RVt .

⊡ Zgomot de microstructur : saltul bid-ask contamineaz  estim rile la frecvent,e foarte înalte.

Gra�cul semn turii volatilit t, ii

⊡ Trasat, i RV vs. frecvent,a de es,antionare ∆. La frecvent,e foarte înalte, RV diverge din cauza zgomotului
de microstructur . Frecvent,a optim  echilibreaz  precizia s, i biasul de zgomot.
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Gra�cul semn turii volatilit t, ii
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⊡ La frecvent,e înalte (∆ < 5 min), bid-ask bounce um�  RV.
⊡ La frecvent,e joase, RV este nedeplasat  dar imprecis  (put, ine observat, ii).
⊡ Es,antionare optimal : ≈ 5 min echilibreaz  biasul s, i variant,a (Bandi & Russell, 2008).

SFM_ch1_vol_comparison
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Estimatori de volatilitate: Gra�cul comparat, iei de e�cient, 

⊡ RE (E�cient,  relativ ) = Var(σ̂2CC)/Var(σ̂
2).

⊡ RE > 1: variant,  mai mic  decât benchmark-ul CC.

⊡ Utilizarea OHLC vs. doar C : pân  la 14× mai mult  informat, ie.

⊡ YZ este cel mai bun estimator utilizând doar date OHLC zilnice.

⊡ Intrazilic (RV): e�cient,  teoretic nelimitat  când ∆ → 0 (dac  microstructura permite).
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Volatilitate condit, ional  vs. necondit, ional 

Volatilitate necondit, ional 

⊡ Volatilitatea medie pe termen lung:

σ2 = Var(rt).

⊡ Estimat  prin estimatorul CC istoric pe o
fereastr  lung .

⊡ Constant  în timp: presupune stat, ionaritate.

⊡ Util  pentru: evaluarea opt, iunilor (termen
lung), capital regulatoriu (Basel).

Volatilitate condit, ional 

⊡ Variabil  în timp, dat  informat, ia pân  la t − 1:

σ2t = Var(rt | Ft−1).

⊡ Modelat  prin ARCH/GARCH, volatilitate
stochastic .

⊡ Capteaz  gruparea volatilit t, ii.

⊡ Util  pentru: riscul pe termen scurt, hedging
opt, iuni (delta), VaR.

⊡ GARCH(1,1) (Bollerslev 1986): σ2t = ω + αr2t−1 + βσ2t−1. Variant,a pe termen lung (necondit, ional ):
σ̄2 = ω/(1− α− β).

⊡ Capitolul 5 acoper  modelele GARCH în detaliu.
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De ce volatilitatea nu este risc complet

Ce capteaz  volatilitatea:

⊡ Variabilitatea medie a randamentelor
⊡ Dimensiunea �uctuat, iilor tipice
⊡ Baza pentru Sharpe ratio s, i VaR parametric

Ce NU capteaz :

⊡ Crash risk: pierderi catastrofale
⊡ Tail risk: evenimente extreme (> 3σ)
⊡ Skewness: asimetria distribut, iei
⊡ Drawdown: cât pot, i pierde de la maxim

Exemplu ilustrativ: Dou  active cu σ = 20%:

⊡ X: Skewness = 0, K = 3 (Normal ) � mis,c ri
> 3σ: 1/370 zile

⊡ Y: Skewness = −1.5, K = 10 � mis,c ri > 3σ:
1/50 zile

⊡ Aceeas, i σ, risc real complet diferit!

Concluzie

⊡ Volatilitatea este necesar  dar insu�cient . Completat, i
cu skewness, kurtosis, MDD s, i VaR/CVaR.
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Volatilitate condit, ional  vs. necondit, ional : Exemplu AAPL
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⊡ GARCH(1,1) urm res,te gruparea volatilit t, ii în timp real.
⊡ Estimarea rolling pe 30 de zile este mai neted  dar r mâne în urm  fat,  de schimb rile brus,te.
⊡ Nivelul necondit, ional = media pe termen lung în jurul c reia σt �uctueaz .
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Oprit, i-v  s, i gândit, i-v  (auto-evaluare)

Veri�care rapid  � Estimatori de volatilitate

1. Estimatorul Parkinson foloses,te doar Ht s, i Lt . De ce este mai e�cient decât close-to-close?

2. Estimatorul Yang-Zhang combin  overnight + open-to-close + range. Când este cel mai avantajos?

3. Regula σT = σ1
√
T presupune randamente i.i.d. Ce se întâmpl  dac  exist  autocorelat, ie pozitiv ?

R spunsuri

1. Range-ul (H − L) cont, ine informat, ie despre traiectoria intra-zilnic , nu doar punctul �nal.
2. Când exist  salt overnight semni�cativ (e.g. earnings, macro news).
3. Volatilitatea anual  este mai mare decât σ

√
252: σ2T = Tσ2(1+ 2

∑
ρk).

Statistica Piet,elor Financiare



Comparat, ie de e�cient,  80

E�cient,a estimatorilor de volatilitate

⊡ E�cient
,
  relativ : RE = Var(σ̂2CC)/Var(σ̂

2). RE > 1 înseamn  variant,  mai mic  decât CC.
⊡ Interpretare intuitiv : �Dac  RE = 5, înseamn  c  avem nevoie de 5× mai put, ine date pentru aceeas, i

precizie." Sau echivalent: cu aceeas, i cantitate de date, estimarea este de 5× mai precis .

Estimator RE vs. CC Ind. de drift? Robust salturi? Date

Close-to-Close 1.0 Nu Nu C

Parkinson 5.2 Da (µ = 0) Nu H, L

Garman-Klass 7.4 Da (µ = 0) Nu O,H, L,C

Rogers-Satchell 8.0 Permite drift Nu O,H, L,C

Yang-Zhang 14.0 Permite drift Part, ial O,H, L,C

Realized Vol ≫14 Da Extensii Intrazilnice

⊡ Tot, i estimatorii bazat, i pe interval presupun tranzact
,
ionare continu  s, i f r  salturi de pret

,
.

⊡ În practic , sunt disponibile extensii robuste la salturi (bipower variation, Christensen & Podolskij
2007).

⊡ Gap-urile overnight încalc  ipoteza de tranzact, ionare continu  pentru GK, Parkinson.
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Considerat, ii practice

Când folosim care?

⊡ CC: doar pret,uri de închidere disponibile.
⊡ Parkinson: estimare rapid  de interval; piet,e f r 

drift.
⊡ GK: cea mai bun  e�cient,  când drift ≈ 0.
⊡ RS: piet,e în trend, drift semni�cativ.
⊡ YZ: cel mai bun estimator general pentru OHLC

zilnic.
⊡ RV: date intra-zilnice; standardul de aur.

Capcane frecvente

⊡ GK/Parkinson pe date în trend ⇒
distorsionat în jos.

⊡ Ignorarea gap-urilor overnight ⇒
subestimeaz  vol total .

⊡ Fereastr  prea scurt  ⇒ zgomotoas ; prea
lung  ⇒ dep s, it .

⊡ Pret,uri neajustate ⇒ salturi false la datele
dividendelor.

Regul  practic 

⊡ 20�30z: termen scurt; 60�90z: termen mediu;
252z: anual.
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Indicatorul Sharpe

De�nit, ie 16 (Indicatorul Sharpe)

⊡ Randament excesiv pe unitate de risc total:
SR =

R̄p−Rf

σp
.

⊡ S&P 500: SR ≈ 0.4�0.5 (anual).
⊡ SR mai mare ̸⇒ performant,  viitoare

superioar .
⊡ Presupune normalitate; es,ueaz  pentru

randamente asimetrice.

Valoare SR Interpretare

SR < 0 Sub rata f r  risc
0 ≤ SR < 1 Acceptabil
1 ≤ SR < 2 Bun
SR ≥ 2 Excelent (rar)

SFM_ch1_sharpe_ratio
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Limit ri ale indicatorului Sharpe

Limit ri

⊡ Penalizeaz  s
,
i volatilitatea pozitiv  � nu diferent, iaz  câs,tiguri de pierderi

⊡ Nu captureaz  asimetria (skew) � pierderi rare dar catastrofale ⇒ SR bun
⊡ Ignor  drawdown-ul � nu spune nimic despre cel mai r u scenariu
⊡ Nu captureaz  riscul de coad  � SR ridicat nu înseamn  lips  de tail risk
⊡ Eroare de estimare mare � Lo (2002): SE(ŜR) ≈

√
(1+ SR2/2) / n. Ex.: cu SR = 0.5 s, i n = 60 luni,

SE ≈ 0.13, deci intervalul de încredere 95% este [0.24, 0.76] � foarte larg!
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Indicatorul Sharpe: Exemplu numeric

Example 4

Dou  fonduri, Rf = 2% pe an. Care ofer  un randament ajustat la risc mai bun?

Fond R̄p σp R̄p − Rf SR

Fond A 12% 18% 10% 10/18 = 0,556
Fond B 8% 9% 6% 6/9 = 0,667

⊡ Fondul B: randament absolut mai mic dar indicator Sharpe mai mare.

⊡ Investitorul avers la risc prefer  Fondul B (recompens  mai bun  per unitate de risc).

⊡ Fondul A necesit  18× 0.667+ 2 = 14% randament pentru a egala SR-ul Fondului B.

Anualizarea SR

⊡ Din date zilnice: SRannual = SRdaily ×
√
252.
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Alte m suri ajustate la risc (I)

⊡ Sortino Ratio: utilizeaz  deviat, ia descendent  σD sub un prag τ (de obicei Rf sau 0):

Sortino =
R̄p − τ

σD
, σD =

√√√√1
n

n∑
t=1

[
min(Rt − τ, 0)

]2
.

Preferat când distribut, ia randamentelor este asimetric  (opt, iuni long, fonduri speculative).
Not : unii autori utilizeaz  1/n− (doar observat,iile negative) în loc de 1/n la numitor, ceea ce produce valori mai mari ale

σD .

⊡ Raportul informat
,
ional (IR): randament activ vs. eroare de urm rire fat,  de benchmark B:

IR =
R̄p − R̄B

TE
, TE = std(Rp − RB).

⊡ Calmar Ratio: randament raportat la drawdown-ul maxim:

Calmar =
R̄annual

|MDD| .
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Alte m suri ajustate la risc (II)

⊡ Treynor Ratio: randament excesiv pe unitate de risc sistematic:

Treynor =
R̄p − Rf

βp
, βp = Cov(Rp,Rm)/Var(Rm).

⊡ Omega Ratio (Keating & Shadwick, 2002): raportul câs,tigurilor ponderate deasupra pragului τ la
pierderile de sub τ :

Ω(τ) =

∫∞
τ

[1− F (r)] dr∫ τ

−∞ F (r) dr
, F = CDF a randamentelor.

Interpretare: Ω > 1 distribut, ie favorabil ; Ω < 1 nefavorabil . Capteaz  întreaga distribut, ie, nu doar
primele momente.
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Volatilitatea portofoliului

⊡ Pentru un portofoliu cu dou  active cu ponderile wX + wY = 1:

σ2P = w2
Xσ

2
X + w2

Yσ
2
Y + 2wXwY ρXY σXσY .

⊡ Bene�ciul diversi�c rii: când ρXY < 1, variant,a portofoliului < variant,a medie ponderat .

⊡ Bene�ciu maxim când ρXY = −1 (corelat, ie negativ  perfect ).

Example 5

wX = 0.6, wY = 0.4; σX = 20%, σY = 30%; ρ = 0.3.

σ2P = (0.6)2(0.20)2 + (0.4)2(0.30)2 + 2(0.6)(0.4)(0.3)(0.20)(0.30)

= 0.0144+ 0.0144+ 0.00864 = 0.03744. σP = 19.35%.

Medie ponderat : 0.6× 20%+ 0.4× 30% = 24%. Diversi�carea economises,te ≈ 4.65% din volatilitate.
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Exemplu: Portofoliu cu 3 active

Example 6

Trei active cu σ1 = 20%, σ2 = 25%, σ3 = 15% s, i matricea de corelat, ie:

ρ =

 1 0.3 0.1
0.3 1 0.25
0.1 0.25 1

 , w =
(
1
3
, 1

3
, 1

3

)
.

⊡ Formula general : σ2P = w′Σw =
∑

i

∑
j wiwjρijσiσj .

⊡ Calculul:
σ
2
P = 1

9

[
σ
2
1 + σ

2
2 + σ

2
3 + 2ρ12σ1σ2 + 2ρ13σ1σ3 + 2ρ23σ2σ3

]
= 1

9

[
0.04 + 0.0625 + 0.0225 + 2(0.3)(0.05) + 2(0.1)(0.03) + 2(0.25)(0.0375)

]
= 1

9

[
0.125 + 0.03 + 0.006 + 0.01875

]
= 0.17975

9 = 0.01997.

⊡ σP =
√
0.01997 = 14.13%.

⊡ Media ponderat : 1
3
(20%+ 25%+ 15%) = 20%.

⊡ Bene�ciul diversi�c rii: 20%− 14.13% ≈ 5.87% economie de volatilitate.
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Frontiera e�cient 

⊡ Frontiera e�cient  (e�cient frontier): mult, imea portofoliilor cu randament as,teptat maxim pentru o
volatilitate dat  (Markowitz 1952).

⊡ MVP: portofoliul cu variant,  minim  � cel mai mic σP .
⊡ Portofoliul tangent (tangency portfolio): portofoliul de pe frontier  cu cel mai mare indicator Sharpe.
⊡ Linia piet

,
ei de capital (CML): combinat, ii de Rf s, i portofoliul tangent.

⊡ Tot, i investitorii rat, ionali det, in o combinat, ie de Rf s, i portofoliul tangent (Teorema separat, iei, Tobin 1958).
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SFM_ch1_volatility_charts
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Markowitz vs. Linia Piet,ei de Capital

F r  activ f r  risc (Markowitz)

⊡ Mult, imea fezabil : curba tip glont
,
(bullet

curve) în planul (σ,E[R])
⊡ Frontiera e�cient : port, iunea superioar  a

curbei, deasupra MVP
⊡ Fiecare investitor alege un portofoliu diferit pe

frontier , în funct, ie de aversiunea la risc
⊡ Nu exist  un portofoliu universal optim

Cu activ f r  risc (Tobin)

⊡ CML: linie dreapt  de la Rf tangent  la frontier 
⊡ Portofoliul tangent T este unic s, i optim pentru

tot, i investitorii
⊡ Teorema separ rii în dou  fonduri: orice

portofoliu e�cient = combinat, ie de Rf s, i T
⊡ Aversiunea la risc determin  doar ponderea în

T , nu compozit, ia

Concluzie

⊡ Introducerea activului f r  risc simpli�c  radical alegerea: de la o curb  (in�nitate de portofolii e�ciente) la un
singur punct (portofoliul tangent) plus o decizie de levier.

Statistica Piet,elor Financiare



Randamente ajustate la risc 92

Portofoliul cu variant,  minim  (MVP)

⊡ Problema de optimizare medie-variant
,
  (Markowitz, 1952):

min
w

w′Σw s.t. w′µ = µtarget, w′1 = 1.

⊡ MVP global (f r  constrângere de randament t, int ):

wMVP =
Σ−11
1′Σ−11

, σ2MVP =
1

1′Σ−11
.

⊡ MVP depinde doar de matricea de covariant,  Σ, nu de randamentele as,teptate µ.

⊡ Acest lucru îl face mai robust în practic , deoarece µ este notoriu greu de estimat (Merton, 1980).

⊡ Frontiera e�cient  este ramura superioar  a �glont,ului� trasat  variind µtarget de la µMVP la max(µ).
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Teorema separ rii cu dou  fonduri (Two-Fund Separation)

Teorem  3 (Tobin, 1958)

Orice portofoliu e�cient poate � exprimat ca o combinat, ie liniar  a doar dou  portofolii de pe frontiera
e�cient .

⊡ F r  activ f r  risc: �ecare investitor alege pe frontier  în funct, ie de tolerant,a sa la risc. Toate
alegerile e�ciente sunt amestecuri ale aceloras, i dou  �fonduri mutuale.�

⊡ Cu activ f r  risc Rf : frontiera se reduce la Capital Market Line (CML):

E [RP ] = Rf +
E [RT ]− Rf

σT
σP ,

unde T = portofoliul tangent (cel cu Sharpe maxim).

⊡ Consecint
,
 : tot, i investitorii det, in acelas, i portofoliu riscant T ; difer  doar proport, ia investit  în Rf

(levier sau de-levier).

⊡ Implicat
,
ie practic : portofoliul de piat,  ≈ T ⇒ baza teoretic  a investit

,
iei pasive în indici.
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Oprit, i-v  s, i gândit, i-v  (auto-evaluare)

Veri�care rapid  � Performant,  ajustat  la risc

1. Fond A: R̄ = 20%, σ = 30%. Fond B: R̄ = 10%, σ = 8%. Cu Rf = 3%, care are Sharpe mai bun?

2. De ce Sortino este adesea preferat Sharpe pentru fonduri cu randamente asimetrice?

3. Maximum Drawdown = −45%. Ce informat, ie aduce aceasta pe care σ nu o ofer ?

R spunsuri

1. SRA = 17/30 = 0,57; SRB = 7/8 = 0,88. Fondul B, des, i cu randament mai mic!
2. Sortino penalizeaz  doar volatilitatea descendent  (σdown), nu s, i pe cea ascendent .
3. MDD arat  cel mai r u scenariu real tr it de investitor � σ nu surprinde persistent,a pierderilor.
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Exercit, iu AI: Gândire critic 

Prompt de testat în ChatGPT / Claude / Copilot

�Descarc  datele zilnice OHLC pentru AAPL 2020�2024 folosind Python (yfinance). Calculeaz  tot, i cei cinci
estimatori de volatilitate (CC, Parkinson, Garman-Klass, Rogers-Satchell, Yang-Zhang) folosind o fereastr  rolling
de 30 de zile. Reprezint -i pe acelas, i gra�c s, i calculeaz  estim rile anualizate pe întregul es,antion. De asemenea,
estimeaz  un model GARCH(1,1) s, i suprapune volatilitatea condit, ional . Discut  care estimator este cel mai
�abil.�

Exercit
,
iu:

1. AI-ul foloses,te formula corect  pentru �ecare estimator? Veri�c  cu notele de curs.
2. Sunt clasamentele de e�cient,  (rapoartele RE) consistente cu teoria?
3. Volatilitatea condit, ional  GARCH urm res,te gruparea volatilit t, ii mai bine decât estim rile rolling?
4. Întreab  AI-ul: �Ce se întâmpl  dac  act, iunea are gap-uri overnight?� Ment, ioneaz  Yang-Zhang?
5. Re-ruleaz  cu date BTC-USD. Se schimb  clasamentul estimatorilor? De ce?

⊡ Atent
,
ie: AI-ul confund  adesea formula Rogers-Satchell. Veri�cat, i mereu cu

ln(H/C) · ln(H/O) + ln(L/C) · ln(L/O).
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Exercit, iu AI: Analiza randamentelor

Prompt de testat în ChatGPT / Claude / Copilot

�Descarc  datele zilnice pentru AAPL s, i MSFT din 2020 pân  în 2024 folosind Python (yfinance). Calculeaz 
randamentele simple Rt s, i logaritmice rt pentru ambele act, iuni. Compar  gra�c cele dou  serii de randamente
(overlay pe acelas, i gra�c). Veri�c  numeric relat, ia R̄ − r̄ ≈ σ2/2 (variance drag).�

Exercit
,
iu de veri�care:

1. AI-ul foloses,te formula corect ? Rt = Pt/Pt−1 − 1 vs. rt = ln(Pt/Pt−1)?
2. Diferent,a R̄ − r̄ este aproximativ σ2/2? Veri�c  numeric.
3. Re-ruleaz  cu date BTC-USD. Variance drag-ul este mai mare? De ce?
4. Construies,te un portofoliu 60/40 (AAPL/MSFT). Se p streaz  relat, ia σ2/2?

⊡ Atent
,
ie: AI-ul confund  adesea randamentul aritmetic cu cel geometric. Veri�cat, i mereu dac 

rt = ln(1+ Rt).
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Exercit, iu AI: Optimizare de portofoliu

Prompt de testat în ChatGPT / Claude / Copilot

�Folosind Python, descarc  datele zilnice pentru 5 act, iuni (AAPL, MSFT, GOOGL, AMZN, JPM) din
2020�2024. Construies,te frontiera e�cient  Markowitz cu 10 000 portofolii aleatorii. Identi�c  portofoliul cu
variant,  minim  (MVP) s, i portofoliul tangent cu Rf = 4%. Traseaz  frontiera cu MVP, portofoliul tangent s, i
Capital Market Line.�

Exercit
,
iu de veri�care:

1. AI-ul impune constrângerea
∑

wi = 1? Permite ponderi negative (short)?
2. Sharpe-ul portofoliului tangent este mai mare decât al oric rui activ individual?
3. Adaug  BTC în universul de active. Cum se schimb  frontiera?
4. Cere AI-ului un backtest out-of-sample (2024). Portofoliul optim rezist ?

⊡ Atent
,
ie: Optimizarea Markowitz este sensibil  la erorile de estimare a lui µ s, i Σ. Rezultatele

in-sample nu garanteaz  performant,  out-of-sample.
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Concluzii cheie

Rezumat

⊡ Randamentele sunt metrica principal :
▶ Randamente simple pentru analiz  cross-sect, ional ; randamente logaritmice pentru serii de timp
▶ Pierderea din variant, : E[r ] ≈ E[R]− σ2/2; critic  pentru active volatile

⊡ Fapte stilizate universale: cozi groase, gruparea volatilit t, ii, efect levier, normalitate prin agregare

⊡ Volatilitatea este o variabil  latent ; estimatorii bazat, i pe range (P, GK, RS, YZ) sunt mai e�cient, i
decât CC

⊡ M suri ajustate la risc: Sharpe ratio este standard; Sortino, Calmar abordeaz  limit rile

⊡ Diversi�care: frontiera e�cient  formalizeaz  compromisul risc-randament (Markowitz 1952)
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Formule importante

Randamente

⊡ Simple: Rt = Pt/Pt−1 − 1

⊡ Log: rt = ln(Pt/Pt−1)

⊡ Pierdere: E[r ] ≈ E[R]− σ2/2

⊡ Scalare: σT = σ1
√
T

Estimatori de volatilitate

⊡ CC: σ̂2 = 1
n−1

∑
(rt − r̄)2

⊡ Parkinson: foloses,te ln(H/L)

⊡ YZ: combin  overnight + RS

Randamente ajustate la risc

⊡ Sharpe: SR = (R̄ − Rf )/σ

⊡ Sortino: foloses,te σD descendent 

⊡ Portofoliu: σ2P = w′Σw

GARCH(1,1)

⊡ σ2t = ω + αr2t−1 + βσ2t−1

⊡ Necond.: σ̄2 = ω
1−α−β

⊡ EWMA: λ = 0,94
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Capcane frecvente

Erori de date

⊡ Folosirea pret
,
urilor neajustate la

dividende/splituri
⊡ Ignorarea survivorship bias (doar �rme active)
⊡ Confuzia între pret, s, i randament

Erori de calcul

⊡ Anualizare gres
,
it : σannual = σdaily × 252 în loc

de ×
√
252

⊡ Aplicarea regulii
√
T f r  veri�carea i.i.d.

⊡ Adunarea randamentelor simple pe timp (sunt
multiplicative!)

Erori de interpretare

⊡ Interpretarea Sharpe f r  risc sistematic: SR
mare ̸= risc mic

⊡ Ignorarea asimetriei/kurtosis-ului: SR nu
capteaz  riscul de coad 

⊡ Presupunerea de normalitate la VaR:
subestimeaz  pierderile extreme

⊡ Confuzia dintre corelat
,
ie s

,
i cauzalitate

Erori de estimare

⊡ Fereastr  prea scurt  ⇒ zgomot; prea lung  ⇒
dep s, it 

⊡ GK/Parkinson pe piet,e în trend ⇒ distorsionat
⊡ Ignorarea gap-urilor overnight
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Ce trebuie s  s,tit, i perfect

Checklist de competent,e � Capitolul 1

✓ Calculat
,
i randamente simple s, i logaritmice din

pret,uri
✓ Explicat

,
i diferent,a simpl  vs. log s, i când se

foloses,te �ecare
✓ Calculat

,
i s, i interpretat, i pierderea din variant, 

(variance drag)
✓ Anualizat

,
i corect volatilitatea (×

√
252, nu ×252)

✓ Aplicat
,
i regula

√
T s, i cunoas,tet, i limit rile ei

✓ Distinget
,
i între estimatorii CC, Parkinson, GK, RS,

Yang-Zhang

✓ Interpretat
,
i asimetria: S < 0 ⇒ pierderi mari mai

frecvente
✓ Interpretat

,
i kurtosis: K > 3 ⇒ cozi groase,

distribut, ia normal  inadecvat 
✓ Calculat

,
i indicatorul Sharpe s, i cunoas,tet, i limit rile

✓ Calculat
,
i drawdown s, i MDD

✓ Explicat
,
i faptele stilizate: gruparea volatilit t, ii,

efect levier, cozi groase
✓ Distinget

,
i volatilitate istoric , condit, ional ,

realizat , implicit 

Test rapid de autoevaluare

⊡ Dac  putet, i r spunde la toate cele 12 puncte f r  note, suntet, i preg tit, i pentru examen pe acest capitol.
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Previzualizare capitolul urm tor

Capitolul 2: Distribut, ii de probabilitate pentru
piet,ele �nanciare

⊡ Distribut
,
ia Normal : propriet t, i, limit ri pentru

date �nanciare

⊡ Student-t: cozi groase, grade de libertate

⊡ Distribut
,
ii stabile: Pareto-stabile, legi de putere

⊡ Amestecuri: Normal Inverse Gaussian (NIG),
modele de amestec

Ce vom înv t,a

⊡ Comparat
,
i distribut, ii pe date reale (QQ-plot,

testul KS)

⊡ Estimat
,
i parametrii prin MLE

⊡ Modelat
,
i cozile groase s, i asimetria

⊡ Aplicat
,
i distribut, ii în context �nanciar
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Tema 1: Calculul randamentelor Anul 3

⊡ Pret,ul unei act, iuni la momentul t este Pt = $100.
▶ Randamentele compuse continuu (log) pe urm toarele trei perioade sunt: rt+1 = 0.10,

rt+2 = −0.05, rt+3 = 0.02.
▶ Calculat, i Pt+1, Pt+2, Pt+3. Ar tat, i toate calculele.

⊡ Acum presupunet, i c  randamentele simple sunt Rt+1 = 0.10, Rt+2 = −0.05, Rt+3 = 0.02.
▶ Calculat, i Pt+1, Pt+2, Pt+3. Ar tat, i toate calculele.

⊡ Comparat, i pret,urile �nale:
▶ Sunt identice? De ce da sau de ce nu?
▶ Care este mai mare s, i cu cât?
▶ Explicat, i implicat, iile practice, în special pentru orizonturi mai lungi.
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Tema 1 (cont.): Aditivitatea temporal  Anul 3

⊡ Vi se d  o serie temporal  de pret,uri ale act, iunilor P0,P1, . . . ,Pn.
▶ Derivat, i o formul  general  pentru randamentul total compus continuu de la momentul 0 la

momentul n.
▶ Exprimat, i aceasta în funct, ie de randamentele logaritmice individuale pe perioad  r1, r2, . . . , rn.
▶ Explicat, i cum se aplic  aditivitatea temporal  la randamentele logaritmice.
▶ De ce este aceast  proprietate dezirabil  în modelarea �nanciar  (ex., pentru scalarea variant,ei)?

⊡ Derivat, i acum formula analog  pentru randamentul simplu total pe n perioade.
▶ Ar tat, i c  randamentele simple nu sunt aditive temporal.
▶ Oferit, i un exemplu numeric cu n = 3 perioade pentru a ilustra diferent,a.
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Tema 2: Volatilitate s, i risc Anul 3

⊡ De�nit, i volatilitatea în contextul piet,elor �nanciare.
▶ Raportat, i de�nit, ia la conceptul de risc din notele de curs.
▶ Distinget, i între volatilitatea necondit

,
ionat  s, i condit, ionat .

⊡ De ce este volatilitatea considerat  o m sur  a riscului? Ce tip de risc capteaz ?
▶ Ce tip de risc nu capteaz ? (Indiciu: gândit, i-v  la riscul de coad  s, i asimetrie.)

⊡ Discutat, i cel put, in trei metode diferite de estimare a volatilit t, ii.
▶ Pentru �ecare: speci�cat, i datele necesare, avantajul principal s, i limitarea principal .

⊡ Vi se dau dou  active A s, i B:
▶ Activul A: R̄ = 12%, σ = 20%, Rf = 3%.
▶ Activul B: R̄ = 8%, σ = 10%, Rf = 3%.
▶ Calculat, i indicatorul Sharpe pentru �ecare. Pe care l-ar prefera un investitor avers la risc?
▶ Explicat, i conceptul de aversiune la risc s, i cum se raporteaz  la aceast  alegere.
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Tema 2 (cont.): Volatilitatea portofoliului Anul 3

⊡ Un portofoliu const  din dou  active X s, i Y cu ponderile wX + wY = 1.
▶ Activul X: σX = 15%. Activul Y: σY = 25%. Corelat, ie ρXY = 0.4.
▶ (a) Derivat, i formula pentru variant,a portofoliului σ2P din principii de baz .
▶ (b) Calculat, i σP pentru wX = 0.5, wY = 0.5.
▶ (c) Calculat, i σP pentru wX = 0.5, wY = 0.5 când ρXY = 0.
▶ (d) Calculat, i σP pentru wX = 0.5, wY = 0.5 când ρXY = −1.

⊡ Explicat, i cum diversi�carea reduce volatilitatea portofoliului.
▶ Pentru ce valoare a corelat, iei este bene�ciul maxim?
▶ Care este variant,a minim  posibil  a portofoliului (indiferent de ponderi)?
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Tema 3: Regula r d cinii p trate a timpului Master

⊡ Enunt,at, i s, i demonstrat, i regula r d cinii p trate a timpului.
▶ Enunt,at, i clar toate ipotezele care stau la baza regulii.
▶ Furnizat, i demonstrat, ia pas cu pas.

⊡ O act, iune are o volatilitate zilnic  de σ̂daily = 1.2%.
▶ Estimat, i volatilit t, ile s pt mânal  (5 zile), lunar  (22 zile) s, i anual  (252 zile).
▶ Ar tat, i toate calculele.
▶ Valoarea anualizat : este consecvent  cu intuit, ia dvs. pentru o act, iune tipic ?

⊡ Presupunet, i acum c  randamentele zilnice au autocorelat
,
ie pozitiv  ρ1 = 0.1 la lag 1.

▶ Volatilitatea anual  real  ar � mai mare sau mai mic  decât estimarea i.i.d.? De ce?
▶ Scriet, i formula corectat  a variant,ei pentru randamente pe k-perioade cu autocorelat, ie AR(1).
▶ Calculat, i variant,a anual  corectat  pentru act, iunea de mai sus cu ρ1 = 0.1.
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Mini-proiect obligatoriu: Analiza unei act, iuni BVB

Descriere

⊡ Fiecare student alege o act, iune listat  la Bursa de Valori Bucures
,
ti (BVB) s, i realizeaz  o analiz  statistic 

complet  pe minimum 3 ani de date zilnice.

Raportul trebuie s  includ 

1. Randamente logaritmice zilnice (gra�c + statistici
descriptive)

2. Volatilitate rolling pe 30 de zile (gra�c)
3. Asimetrie s, i kurtosis (+ testul Jarque-Bera)
4. Maximum Drawdown (gra�c + interpretare)
5. Indicatorul Sharpe (Rf = rata dobânzii BNR)
6. Interpretare de risc: pro�lul complet al activului

Cerint,e tehnice

⊡ Cod Python sau R (reprodusibil)
⊡ Sursa datelor: Yahoo Finance, BVB, sau alt  surs 

documentat 
⊡ Raport de maximum 5 pagini (f r  cod, cu gra�ce)
⊡ Codul se pred  separat (notebook Jupyter sau script

.py)

Termen de predare

⊡ S pt mâna 5 a semestrului.
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Cuprins

⊡ Motivat, ie ✓

⊡ Date de pret, ✓

⊡ Randamente ✓

⊡ Fapte stilizate ale randamentelor �nanciare ✓

⊡ Estimatori de volatilitate ✓

⊡ Comparat, ie de e�cient,  ✓

⊡ Randamente ajustate la risc ✓

⊡ Caz de utilizare AI ✓

⊡ Rezumat ✓

⊡ Quiz

⊡ Bibliogra�e
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Întrebarea 1

Întrebare
⊡ O act, iune merge de la $100 la $110 la $99. Care este log-randamentul pe dou  perioade?

Variante de r spuns

(A) r0→2 = ln(99/100) = −1.005%

(B) r0→2 = (110− 100)/100+ (99− 110)/110 = 0%

(C) r0→2 = ln(110/100) + ln(99/110) = 9.531%+ (−10.536%) = −1.005%

(D) r0→2 = (99− 100)/100 = −1%
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Întrebarea 1: R spuns

R spuns: (C)

⊡ Log-randamentele sunt aditive temporal: r0→2 = r1 + r2 = ln(110/100) + ln(99/110).

⊡ Aceasta este egal  cu ln(99/100) = −1.005%, care coincide cu (A), dar (C) arat  metoda corect .

⊡ (B) calculeaz  randamente simple s, i le adun  � randamentele simple NU sunt aditive temporal.

⊡ (D) este randamentul simplu pe dou  perioade, nu log-randamentul.
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Întrebarea 2

Întrebare
⊡ Care dintre urm toarele NU este un fapt stilizat al randamentelor �nanciare?

Variante de r spuns

(A) Cozi groase (excess kurtosis)

(B) Gruparea volatilit t, ii (volatility clustering)

(C) Randamentele sunt autocorelate pozitiv la frecvent,a zilnic 

(D) Normalitate prin agregare
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Întrebarea 2: R spuns

R spuns: (C)

⊡ Randamentele zilnice au autocorelat, ie aproape de zero (consistent cu EMH form  slab ).

⊡ Ceea ce ESTE autocorelat este |rt | s, i r2t (gruparea volatilit t, ii), nu rt în sine.

⊡ (A), (B), (D) sunt toate fapte stilizate bine documentate (Cont, 2001).

⊡ Efectul de levier (corelat, ie negativ  randament-volatilitate) este un alt fapt stilizat cheie.
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Întrebarea 3

Întrebare
⊡ Estimatorul Parkinson are e�cient,  relativ  RE = 5.2 vs. close-to-close. Ce înseamn ?

Variante de r spuns

(A) Are nevoie de 5.2× mai multe date pentru aceeas, i precizie

(B) Atinge aceeas, i precizie cu 1/5.2 din date

(C) Variant,a sa este 5.2× mai mare decât estimatorul CC

(D) Converge de 5.2× mai lent decât CC
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Întrebarea 3: R spuns

R spuns: (B)

⊡ RE = Var(σ̂2CC)/Var(σ̂
2
P) = 5.2.

⊡ Variant,a estimatorului Parkinson este 5.2× mai mic , deci are nevoie de doar 1/5.2 ≈ 19% din
date pentru aceeas, i precizie.

⊡ Câs,tigul de e�cient,  vine din folosirea informat, iei high-low (întregul range zilnic).

⊡ Yang-Zhang atinge RE ≈ 14, cel mai mare dintre estimatorii OHLC.
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Întrebarea 4

Întrebare
⊡ Bitcoin are σ zilnic  ≈ 4%. Pierderea din variant,  σ2/2 pe 365 de zile este aproximativ:

Variante de r spuns

(A) 0.08% pe zi × 365 ≈ 29% pe an

(B) 4%/2 = 2% pe an

(C) 42/2 = 8% pe an

(D) Neglijabil  � pierderea din variant,  conteaz  doar pentru active cu volatilitate sc zut 
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Întrebarea 4: R spuns

R spuns: (A)

⊡ Pierdere zilnic  = σ2/2 = 42/(2× 100) = 0,08% pe zi.

⊡ Pierdere anual  = 0,08%× 365 = 29,2% pe an.

⊡ Aceasta înseamn  c  randamentul geometric Bitcoin este ≈ 29% mai mic decât cel aritmetic
anual.

⊡ (B) s, i (C) confund  σ cu σ2. (D) este invers � pierderea cres,te cvadratic cu σ.
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Întrebarea 5

Întrebare
⊡ Fond A: R̄ = 12%, σ = 20%, Rf = 3%. Fond B: R̄ = 8%, σ = 10%, Rf = 3%. Care are Sharpe

ratio mai mare?

Variante de r spuns

(A) Fondul A: SRA = 0.45 vs. SRB = 0.50, deci Fondul A

(B) Fondul B: SRB = (8− 3)/10 = 0.50 > SRA = (12− 3)/20 = 0.45

(C) Sunt egale: ambele au SR = 0.50

(D) Fondul A, deoarece are randament absolut mai mare
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Întrebarea 5: R spuns

R spuns: (B)

⊡ SRA = (12%− 3%)/20% = 0.45.

⊡ SRB = (8%− 3%)/10% = 0.50.

⊡ Fondul B livreaz  mai mult randament per unitate de risc, des, i are randament absolut mai mic.

⊡ (D) este gres,eala frecvent : randament mai mare ̸= performant,  ajustat  la risc mai bun .
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Întrebarea 6

Întrebare
⊡ Dou  active cu σX = 15%, σY = 25%, ρXY = 0.3. Un portofoliu cu ponderi egale are volatilitatea:

Variante de r spuns

(A) σP = (15%+ 25%)/2 = 20% (media)

(B) σP =
√
0.25× 0.0225+ 0.25× 0.0625+ 2× 0.25× 0.3× 0.15× 0.25 ≈ 16.4%

(C) σP =
√
0.52 × 152 + 0.52 × 252 = 14.6%

(D) Nu se poate calcula f r  randamentele as,teptate individuale
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Întrebarea 6: R spuns

R spuns: (B)

⊡ σ2P = w2
Xσ

2
X + w2

Yσ
2
Y + 2wXwY ρσXσY

⊡ = 0.25(0.0225) + 0.25(0.0625) + 2(0.25)(0.3)(0.15)(0.25)

⊡ = 0.005625+ 0.015625+ 0.005625 = 0.026875, deci σP = 16.4%.

⊡ Aceasta este mai mic  decât media ponderat  (20%) ⇒ bene�ciul diversi�c rii.

⊡ (C) uit  termenul încrucis,at (presupune ρ = 0). (D) este gres, it: σP nu depinde de randamente
as,teptate.
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Întrebarea 7: Variance drag

Întrebare
Un activ are randament aritmetic as,teptat R̄ = 12% s, i volatilitate anual  σ = 30%. Care este
aproximarea randamentului geometric (compus continuu) as,teptat?

(A) E [r ] ≈ 12% (identic cu randamentul aritmetic)

(B) E [r ] ≈ 12%− (30%)2/2 = 7,5%

(C) E [r ] ≈ 12%− 30%/2 = −3%

(D) E [r ] ≈ 12%× (1− 30%) = 8,4%
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Întrebarea 7: R spuns

R spuns: (B)

⊡ Relat, ia fundamental : E [r ] ≈ R̄ − σ2/2 (variance drag).

⊡ E [r ] ≈ 12%− (30%)2/2 = 12%− 4,5% = 7,5%.

⊡ Variance drag = σ2/2 = 4,5%/an � aceasta este �taxa� pe care volatilitatea o impune
randamentului compus.

⊡ Cu cât volatilitatea este mai mare, cu atât diferent,a R̄ − E [r ] cres,te. Exemplu: σ = 50% ⇒ drag
= 12,5%!

⊡ (A) ignor  complet efectul. (C) confund  σ cu σ2. (D) foloses,te o formul  inventat .
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Întrebarea 8: EWMA vs. volatilitate rolling

Întrebare
Care dintre urm toarele a�rmat, ii descrie corect diferent,a principal  dintre estimatorul EWMA s, i
volatilitatea rolling cu fereastr  �x ?

(A) EWMA foloses,te mai multe observat, ii decât fereastra rolling

(B) Fereastra rolling atribuie ponderi descresc toare observat, iilor mai vechi

(C) EWMA atribuie ponderi exponent, ial descresc toare observat, iilor mai vechi

(D) Ambele metode dau rezultate identice pentru orice serie temporal 
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Întrebarea 8: R spuns

R spuns: (C)

⊡ EWMA: σ2t = λσ2t−1 + (1− λ) r2t−1, cu λ ∈ (0, 1) (tipic λ = 0,94).

⊡ Ponderile scad geometric: (1− λ), λ(1− λ), λ2(1− λ), . . .

⊡ Fereastra rolling atribuie ponderi egale tuturor observat, iilor din fereastr  s, i zero în afara ei.

⊡ EWMA react, ioneaz  mai rapid la s,ocuri recente (nu are �ghost e�ect� al ferestrei �xe).

⊡ (A) este incorect: EWMA foloses,te teoretic toate observat, iile, dar diferent,a nu e în num r, ci în
ponderare. (B) descrie EWMA, nu rolling. (D) este fals.

Statistica Piet,elor Financiare



Quiz 128

Întrebarea 9: Sortino vs. Sharpe

Întrebare
Care este diferent,a principal  între indicatorul Sharpe s, i indicatorul Sortino?

(A) Sortino foloses,te randamentul median, nu media

(B) Sortino foloses,te doar deviat, ia descendent  (downside deviation) în loc de deviat, ia standard total 

(C) Sortino nu necesit  o rat  f r  risc

(D) Sharpe s, i Sortino sunt echivalente pentru distribut, ii simetrice
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Întrebarea 9: R spuns

R spuns: (B)

⊡ Sharpe: SR = R̄−Rf
σ

, unde σ = deviat, ia standard total .

⊡ Sortino: Sortino = R̄−Rf
σdown

, unde σdown =
√

1
n

∑
rt<Rf

(rt − Rf )2.

⊡ Sortino penalizeaz  doar volatilitatea descendent  � nu penalizeaz  randamentele pozitive mari.

⊡ Aceasta este important  pentru distribut, ii asimetrice (skewness < 0): Sharpe subestimeaz  riscul
real.

⊡ (A) este incorect: ambele folosesc media. (C) fals: Sortino necesit  Rf (sau un prag). (D)
aproximativ adev rat, dar nu exact.
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Întrebarea 10: Efectul diversi�c rii

Întrebare
Dou  active au �ecare σ = 20%. Corelat, ia dintre ele este ρ = −0,5. Un portofoliu egal ponderat
(w1 = w2 = 0,5) are volatilitatea:

(A) σP = 20% (media ponderat )

(B) σP = 10% (jum tate din σ individual )

(C) σP = 14,1% (= 20%/
√
2)

(D) σP = 0% (riscul se elimin  complet)
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Întrebarea 10: R spuns

R spuns: (B)

⊡ σ2P = w2
1σ

2
1 + w2

2σ
2
2 + 2w1w2ρ σ1σ2

⊡ = 0,25× 0,04+ 0,25× 0,04+ 2(0,25)(−0,5)(0,04)
⊡ = 0,01+ 0,01− 0,01 = 0,01, deci σP =

√
0,01 = 10%.

⊡ Diversi�carea reduce volatilitatea de la 20% la 10% � o reducere de 50%!

⊡ (A) ignor  corelat, ia. (C) presupune ρ = 0. (D) necesit  ρ = −1 pentru eliminare complet .
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Exercit, ii de examen 132

Exercit, iul 1: Randamente simple vs. logaritmice

Enunt,

Se dau pret,urile:

t 0 1 2 3

Pt 100 105 98 110

1. Calculat, i randamentele simple R1,R2,R3.

2. Calculat, i randamentele logaritmice r1, r2, r3.

3. Calculat, i randamentul total pe 3 perioade:
▶ folosind compunere simpl :

∏3
t=1(1+ Rt)− 1

▶ folosind suma log-urilor:
∑3

t=1 rt

4. Veri�cat, i relat, ia: e
∑

rt − 1 =
∏
(1+ Rt)− 1.
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Exercit, iul 2: Pierderea din variant,  (Variance Drag)

Enunt,

Un activ are randamentul aritmetic as,teptat E[R] = 12% s, i volatilitatea σ = 20%.

1. Aproximat, i randamentul geometric anual folosind E[r ] ≈ E[R]− σ2/2.

2. Ce se întâmpl  dac  volatilitatea cres,te la σ = 40%? Recalculat, i.

3. Calculat, i averea dup  10 ani (W0 = 1) pentru ambele scenarii.

4. Interpretat, i economic: de ce activul mai volatil produce mai put, in  avere?

Indiciu
W10 = W0 · e10×E[r ]. Comparat, i E[r ] în cele dou  scenarii.
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Exercit, iul 3: Stat, ionaritate

Enunt,

R spundet, i la urm toarele întreb ri conceptuale:

1. Explicat, i de ce pret,urile �nanciare sunt în general I (1) (nestat, ionare).
▶ Ce propriet t, i ale stat, ionarit t, ii slabe sunt înc lcate?

2. De ce randamentele logaritmice sunt aproximativ I (0) (stat, ionare)?
▶ Ce test formal putem folosi pentru a veri�ca?

3. De ce este problematic s  aplic m regresie OLS direct pe pret,uri?
▶ Ce fenomen statistic poate ap rea? (Indiciu: regresie fals )

Intuit, ie cheie

⊡ �Pret,urile cresc, randamentele oscileaz ." Metodele statistice cer stat, ionaritate � de aceea analiz m
randamente, nu pret,uri.
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Exercit, iul 4: Volatilitate Close-to-Close

Enunt,

Se dau randamentele logaritmice zilnice (%): 2.0, −1.0, 3.0, −2.0, 1.0

1. Calculat, i media es,antion r̄ .

2. Calculat, i volatilitatea zilnic  σ̂daily =
√

1
n−1

∑n
t=1(rt − r̄)2.

3. Anualizat, i volatilitatea (252 zile de tranzact, ionare).

4. Ce se schimb  dac  folosim n în loc de n − 1 la numitor?

Veri�care
r̄ = 0.6%. Volatilitatea zilnic  ≈ 2.07%. Veri�cat, i calculele pas cu pas.
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Exercit, iul 5: Regula
√
T

Enunt,

Volatilitatea zilnic  a unei act, iuni este σ̂daily = 1.5%.

1. Calculat, i volatilitatea lunar  (22 zile de tranzact, ionare).

2. Calculat, i volatilitatea anual  (252 zile).

3. În ce condit, ii este formula σT = σ1
√
T valid ?

4. Dac  randamentele au autocorelat, ie pozitiv  ρ1 = 0.15, volatilitatea anual  real  este mai mare sau
mai mic  decât estimarea i.i.d.? Justi�cat, i.
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Exercit, iul 6: Indicatorul Sharpe

Enunt,

Dou  fonduri de investit, ii, rata f r  risc Rf = 2% pe an:

R̄annual σannual

Fond A 14% 18%
Fond B 10% 9%

1. Calculat, i indicatorul Sharpe pentru ambele fonduri.

2. Care fond este preferabil din perspectiva randamentului ajustat la risc?

3. Enumerat, i cel put, in 3 limit ri ale indicatorului Sharpe.

4. Ce randament ar trebui s  aib  Fondul A pentru a egala indicatorul Sharpe al Fondului B?
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Exercit, iul 7: Drawdown

Enunt,

Se dau pret,urile zilnice: 100, 120, 110, 130, 90, 95

1. Calculat, i running maximum-ul la �ecare moment t.

2. Calculat, i drawdown-ul DDt = (Pt −maxs≤t Ps)/maxs≤t Ps la �ecare moment.

3. Determinat, i MDD (Maximum Drawdown).

4. Interpretat, i: ce semni�c  MDD pentru un investitor?

5. Dac  randamentul anual este 8%, calculat, i raportul Calmar.

Indiciu
Running max: 100, 120, 120, 130, 130, 130. Drawdown la t = 5: (90− 130)/130.
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Exercit, iul 8: Asimetrie s, i kurtosis

Enunt,

Un activ are urm toarele statistici empirice pe randamente zilnice:

Asimetrie = −1,2, Kurtosis = 9,0

1. Ce semni�c  o asimetrie negativ  (S < 0) economic?
2. Ce semni�c  un excess kurtosis κ = K − 3 = 6 > 0?
3. Este distribut, ia normal  adecvat  pentru a modela acest activ? Justi�cat, i.
4. Ce distribut, ii alternative at, i putea folosi? (Ment, ionat, i cel put, in dou .)
5. Cum afecteaz  cozile groase calculul VaR?

De ret, inut

⊡ Distribut, ia normal  subestimeaz  dramatic riscul de coad . Un eveniment 5σ apare mult mai frecvent
decât prevede distribut, ia normal .
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Exercit, iul 9: Volatilitate Rolling � Compromisuri

Enunt,

Explicat, i compromisurile în alegerea ferestrei de estimare pentru volatilitatea rolling:

1. De ce o fereastr  de 10 zile produce o estimare instabil  (zgomotoas )?

2. De ce o fereastr  de 250 zile react, ioneaz  lent la schimb rile de regim?

3. Care este compromisul optim? (Indiciu: bias vs. variant, )

4. Cum rezolv  EWMA (λ = 0.94) acest compromis?

5. Ce avantaj principal are volatilitatea realizat  (intra-zilnic ) fat,  de estim rile rolling?
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Exercit, iul 10: Interpretare integrat 

Enunt,

Un activ �nanciar prezint  urm torul pro�l de risc:

Indicator Valoare

Volatilitate anual  35%
Sharpe ratio 0.4
MDD (Maximum Drawdown) −60%
Asimetrie −1,5
Excess kurtosis 6,0

1. Descriet, i pro�lul de risc al activului în 3�4 propozit, ii.

2. At, i investi? Justi�cat, i, luând în considerare tot
,
i indicatorii.

3. Ce informat, ie aduce MDD care nu se vede din Sharpe?

4. Ce semni�c  asimetria = −1,5 combinat  cu kurtosis = 9?
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Exercit, iul 1: Rezolvare

Rezolvare
1. Randamente simple: R1 = 105/100− 1 = 5%, R2 = 98/105− 1 = −6,67%,
R3 = 110/98− 1 = 12,24%.
2. Randamente logaritmice: r1 = ln(105/100) = 4,88%, r2 = ln(98/105) = −6,90%,
r3 = ln(110/98) = 11,57%.
3. Veri�care aditivitate:

⊡ Log: r0:3 = r1 + r2 + r3 = 4,88− 6,90+ 11,57 = 9,53% = ln(110/100) ✓

⊡ Simplu:
∏3

i=1(1+ Ri )− 1 = 1,05× 0,9333× 1,1224− 1 = 10% ✓

⊡ Relat, ia: e
∑

ri − 1 = e0,0953 − 1 = 10% =
∏
(1+ Ri )− 1 ✓

Statistica Piet,elor Financiare



Rezolv ri exercit, ii de examen 143

Exercit, iul 2: Rezolvare

Rezolvare
1. Variance drag: E [r ] ≈ R̄ − σ2/2.
2. Scenariul 1 (σ = 20%):

⊡ E [r ] ≈ 12%− (20%)2/2 = 12%− 2% = 10%

⊡ W10 = e10×0,10 = e1,0 = 2,72 (investit, ia se tripleaz  aproape)

3. Scenariul 2 (σ = 40%):

⊡ E [r ] ≈ 12%− (40%)2/2 = 12%− 8% = 4%

⊡ W10 = e10×0,04 = e0,4 = 1,49 (cres,tere modest  de 49%)

4. Concluzie: la acelas, i R̄ = 12%, volatilitatea mai mare reduce dramatic averea �nal  (2,72 vs. 1,49).
Variance drag-ul este �taxa� invizibil  a volatilit t, ii.
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Exercit, iul 3: Rezolvare

Rezolvare
1. Pret,urile sunt I(1) (integrate de ordinul 1):

⊡ Au trend stocastic, variant,a cres,te cu t: Var(Pt) → ∞.

⊡ Testul ADF pe pret,uri: nu respingem H0 (r d cin  unitar ).

2. Randamentele sunt I(0) (stat, ionare):

⊡ rt = ln(Pt/Pt−1) = ∆ lnPt � diferent, ierea elimin  trendul.

⊡ Testul ADF pe randamente: respingem H0 ⇒ serie stat, ionar .

3. OLS pe pret,uri ⇒ regresie fals  (Granger & Newbold, 1974):

⊡ R2 arti�cial ridicat, statistici t invalide.

⊡ Solut, ie: folosit, i randamente (stat, ionare) sau cointegration (Engle-Granger).
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Exercit, iul 4: Rezolvare

Rezolvare
1. Date: n = 5 randamente, r̄ = 0,6%.
2.

∑5
t=1(rt − r̄)2 = 17,20%2 (din tabelul enunt,ului).

3. Cu n − 1 (corect, ia Bessel): σ̂2 = 17,20
4

= 4,30%2, deci σ̂ = 2,074% zilnic.
4. Anualizare: σ̂anual = 2,074%×

√
252 = 32,9%.

5. Cu n (f r  corect, ie): σ̂2 = 17,20/5 = 3,44%2, σ̂ = 1,855%, σ̂anual = 29,4%.
6. Corect

,
ia Bessel (n − 1): estimator nedeplasat al variant,ei populat, iei. Cu es,antioane mici (n = 5),

diferent,a este semni�cativ : 32,9% vs. 29,4%.
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Exercit, iul 5: Rezolvare

Rezolvare
1. Regula

√
T : σanual = σlunar ×

√
12.

σanual = 7,04%×
√
12 = 7,04%× 3,464 = 24,4%.

2. Condit, ii necesare: randamentele trebuie s  �e i.i.d. (independente s, i identic distribuite).

⊡ Independent, : Cov(rt , rt−k) = 0 pentru orice k ̸= 0.

⊡ Variant,  constant  (homoscedasticitate).

3. Cu autocorelat, ie ρ1 = 0,15:

⊡ Var(r1:T ) = Tσ2
(
1+ 2

∑T−1
k=1

T−k
T

ρk
)

⊡ Aproximare: σ2anual ≈ 12σ2lunar(1+ 2× 0,15) = 12× 0,07042 × 1,3

⊡ σanual ≈ 24,4%×
√
1,3 = 27,8% � mai mare decât estimarea i.i.d.!
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Exercit, iul 6: Rezolvare

Rezolvare
1. Sharpe Ratio: SR = R̄−Rf

σ
, cu Rf = 2%.

⊡ Fond A: SRA = 14%−2%
18%

= 12%
18%

= 0,667

⊡ Fond B: SRB = 10%−2%
9%

= 8%
9%

= 0,889

2. Fondul B este preferabil (SRB > SRA): randament mai bun per unitate de risc.
3. Trei limit ri ale lui Sharpe:

⊡ Presupune distribut, ie normal  (nu capteaz  skewness/kurtosis).

⊡ Penalizeaz  volatilitatea ascendent  s, i descendent  egal.

⊡ Sensibil la alegerea lui Rf s, i la orizontul de timp.

4. Pentru SRA = SRB :
R̄A−2%
18%

= 0,889 ⇒ R̄A = 2%+ 0,889× 18% = 18,0%.
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Exercit, iul 7: Rezolvare

Rezolvare
1. Running maximum: M0 = 100, M1 = 120, M2 = 120, M3 = 130, M4 = 130, M5 = 130.
2. Drawdown la �ecare moment: DDt = (Pt −Mt)/Mt .

⊡ DD0 = 0%, DD1 = 0%, DD2 = (110− 120)/120 = −8,33%
⊡ DD3 = 0%, DD4 = (90− 130)/130 = −30,77%, DD5 = (95− 130)/130 = −26,92%
3. Maximum Drawdown: MDD = −30,77% (la t = 4).

4. Calmar Ratio: Calmar = R̄anual
|MDD| .

⊡ R̄anual = 8% ⇒ Calmar = 8%/30,77% = 0,260.

⊡ Calmar < 1 indic  un randament insu�cient raportat la drawdown-ul maxim.
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Exercit, iul 8: Rezolvare

Rezolvare
1. S < 0 (skewness negativ ): coada stâng  este mai grea ⇒ pierderi extreme mai frecvente decât
câs,tiguri extreme (�crash risk�).
2. κ = 6 (excess kurtosis): cozi groase, evenimente > 3σ mult mai probabile decât sub distribut, ia
normal .
3. Testul Jarque-Bera: JB = n

6

(
S2 + (κ)2

4

)
≫ 5,99 ⇒ respingem normalitatea.

4. Alternative: Student-t (cozi groase, simetric ), skew-t (cozi groase + asimetrie), distribut, ii stabile
(teorie generalizatoare).
5. VaR sub distribut, ia normal  subestimeaz  riscul cu 30�50% deoarece distribut, ia normal  aloc 
probabilitate insu�cient  în cozi.
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Exercit, iul 9: Rezolvare

Rezolvare
1. Ferestre rolling:

⊡ 10 zile: prea zgomotoas  (mult noise, put, in semnal).

⊡ 250 zile: prea neted  (�outdated�, nu capteaz  schimb ri recente).

⊡ Optim: 30�60 zile � compromis între noise s, i lag.

2. EWMA (λ = 0,94): σ2t = 0,94σ2t−1 + 0,06 r2t−1.

⊡ Ponderi exponent, ial descresc toare: observat, ia de ieri conteaz  cel mai mult.

⊡ F r  �ghost e�ect� (nu cade brusc o observat, ie mare din fereastr ).

3. Volatilitate realizat  (RV): RVt =
∑M

i=1 r
2
t,i (date intrazilnice, M observat, ii/zi).

⊡ E�ciency Ratio RE ≫ 1 fat,  de estimatorul CC (informat, ie mai bogat ).

⊡ Necesit  date de înalt  frecvent,  (tick/1-min).
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Exercit, iul 10: Rezolvare

Rezolvare
1. Pro�l: σ = 35%, SR = 0,4, MDD = −60%, S = −1,5, κ = 6.
Activ foarte riscant: volatilitate ridicat , drawdown sever, distribut, ie asimetric  cu cozi groase.
2. Variance drag: σ2/2 = (35%)2/2 = 6,1%/an. La R̄ = SR × σ + Rf ≈ 0,4× 35%+ 4% = 18%,
randamentul geometric este doar ≈ 11,9%.
3. MDD = −60% capteaz  riscul path-dependent pe care Sharpe nu-l vede:

⊡ Sharpe m soar  dispersia randamentelor (moment de ordinul 2).
⊡ MDD arat  cea mai mare pierdere cumulat  de la vârf � relevant pentru tolerant,a psihologic  a

investitorului.

4. S = −1,5 + κ = 6: pierderi extreme asimetrice s, i frecvente.

⊡ Distribut, ia normal  subestimeaz  VaR cu 30�50%.
⊡ Recomandare: modelat, i cu Student-t asimetric  sau distribut, ii stabile.
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Resurse online s, i cod

⊡ Quantlet: https://quantlet.com ≻ Platform  de cod pentru metode cantitative
⊡ Quantinar: https://quantinar.com ≻ Platform  de înv t,are pentru metode cantitative
⊡ GitHub SFM: https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_01 ≻ Cod

Python capitol 1
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Criterii de evaluare � Exercit, ii s, i proiect

Grila de notare (aplicabil  la examen s, i proiect)

Nivel Calcul Interpretare

9�10 Formule + calcule corecte, complete Leag  de decizia de business
7�8 Formule corecte, erori minore Interpretare corect , super�cial 
5�6 Formula corect , gres,eli de aplicare Repet  de�nit, ia f r  context
<5 Formula gres, it  sau lips  F r  interpretare

Pondere evaluare

⊡ Examen scris: 70% Proiect individual: 20% Participare activ : 10%
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Lectur  recomandat  pe nivele

Y3 � Lectur  minim 

⊡ Franke et al. (2019), Cap. 1; Cont (2001), �1�3; exercit, iile 1�5 din curs

MSc � Lectur  suplimentar 

⊡ + Tsay (2010), Cap. 1�2; Campbell et al. (1997); exercit, iile 6�10 s, i studiul de caz

PhD � Lectur  avansat 

⊡ + Yang & Zhang (2000); Barndor�-Nielsen & Shephard (2002); slide-urile despre volatilitatea realizat 
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Frontiere: Machine Learning s, i volatilitatea

Estimarea modern  a volatilit t, ii

⊡ LSTM / GRU pentru predict, ia volatilit t, ii: capteaz  dependent,e pe termen lung mai bine decât
GARCH (Kim & Won, 2018)

⊡ Random Forests pentru select, ia estimatorului optim: alegerea automat  între CC, Parkinson, GK, YZ
în funct, ie de regim

⊡ HAR-RV + ML: combinarea volatilit t, ii realizate cu gradient boosting pentru previziuni superioare

Conexiune cu acest capitol

⊡ Estimatorii clasici (CC, Parkinson, GK, YZ) r mân benchmark-uri indispensabile
⊡ ML nu le înlocuies,te � le combin : un model ML foloses,te CC + range + volum ca features
⊡ Provocare: explicabilitate � un Sharpe Ratio este mai transparent decât un model black-box
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Bilet de ies, ire (Exit Ticket) (1 minut)

Completat, i înainte de a pleca (anonim, pe hârtie sau online)

1. Un lucru clar: Ce concept din cursul de azi at, i înt,eles cel mai bine?

2. Un lucru neclar: Ce concept necesit  mai mult  clari�care?

3. O întrebare: Ce întrebare at, i dori s  explorat, i mai departe?

De ce facem acest exercit, iu?

⊡ R spunsurile anonime ajusteaz  cont, inutul urm torului curs

⊡ Cercet rile arat  c  re�ect, ia imediat dup  curs cres,te retent, ia cu 20�40% (Roediger & Butler, 2011)
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V  Mult,umim!

Întreb ri?

Materialele cursului sunt disponibile la: https://danpele.github.io/SFM/

Quantlet Quantinar
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