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Obiective de invitare

La sfarsitul acestui curs, veti fi capabili sa:

1.
2.
3.
4.
Do
6.

Explicati de ce alegerea distributiei afecteaza estimarea riscului financiar
Calculati log-randamente si interpretati proprietatile lor statistice
Aplicati teste de normalitate si interpretati rezultatele

Identificati faptele stilizate ale randamentelor financiare

Ajustati distributia Student-t si comparati cu distributia normala

Aplicati distributia Pareto si estimatorul Hill pentru analiza cozilor grele
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Ghid de studiu — Cum s3 folositi materialele

Inainte de curs (pre-reading) Dupd curs (review)

[0 McNeil et al. (2015), Cap. 2.1-2.2 (20 pag.) [ Refaceti exercitiile din slide-uri fara a privi
[ Cont (2001), Sectiunile 1-3 (8 pag.) rezolvarile

[ Optional: Mandelbrot (1963), primele 10 pag. [ Rulati cel putin 2 notebook-uri Quantlet

(] Completati testele grild din seminar ca
auto-evaluare

Resurse digitale

[ Slide-uri + cod: https://danpele.github.io/SFM/

[0 Quantlet-uri interactive: https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02
[ Forum de discutii: Platforma e-learning ASE
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Introducere — De ce conteaz3 distributiile
De la preturi la log-randamente

Distributia normala

Fapte stilizate ale randamentelor financiare
Distributia Student-t

Distributia Pareto

Studiu de caz

Quiz & Exercitii de examen
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Introducere — De ce conteaza distributiile

De ce conteazd alegerea distributiei? (ext. Cap. 1)

[J Dac3 presupunem o distributie gresitd, subestimam probabilitatea pierderilor extreme

[J Exemplu: 19 octombrie 1987 — S&P 500 a scdzut cu 20,5% intr-o singurd zi
» Sub ipoteza normali (o =~ 1%): un eveniment de ~200 cu probabilitate ~ 10~8°
» Si totusi s-a intdmplat — distributia normal3 este inadecvatd pentru evenimente extreme

[J Bancile si autoritatile de reglementare trebuie s3 cuantifice ,,cat de riu poate fi?”

[1 Acest lucru necesitd modele distributionale precise

[J Alegerea distributiei de probabilitate determina direct cat capital trebuie s detind o bancd pentru
acoperirea pierderilor potentiale
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Introducere — De ce conteazd distributiile

Problema alegerii distributiei

[J Anticipare: Mai tarziu vom defini formal Value-at-Risk (VaR), o m3sur3 cheie de risc care depinde
complet de ipoteza distributional3
[J Candidatii pe care ii vom studia:
» Normala — referinta clasicd (cozi subtiri)
» Student-t — cozi mai groase, momente superioare finite
» Stabila — cele mai groase cozi, varianta infinitd (infinite variance) posibila
» EVT — modeleazi doar cozile, agnostica fat3 de centru
[] Fiecare model implicd un r3spuns diferit la ,cat de riu poate fi?”

Model Tip coada Kurtosis Parametri
Normal Exponentiala 3 2
Student-t Lege putere >3 3
Stabila Lege putere 00 4
GPD (EVT) Flexibil3 — 2
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Introducere — De ce conteazd distributiile

Structura capitolului

1. De la preturi la log-randamente
2. Distributia normala (referintd)
3.

4. Distributia Student-t

Fapte stilizate ale randamentelor

Modele de coad3 si aplicatii

5. Distributia Pareto (legea de putere)
6. Studiu de caz (S&P 500, BRD, Bitcoin)
7. Quiz & Exercitii de examen
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Introducere — De ce conteaz3d distributiile

Alegerea distributiei si evaluarea instrumentelor financiare derivate

[J Black—Scholes presupune log-normalitate = volatilitate implicitd constant3
[ Deviatiile empirice produc zambetul /asimetria volatilitatii (volatility smile/skew)
[ Optimizarea portofoliului sub randamente non-Gaussiene: medie-varianta este suboptimala

[ Context de reglementare: Basel || — Basel 111/IV
» Basel Il: VaR 1% cu ipotez3 normals
» Basel IllI/IV (FRTB, 2023): trecerea de la VaR 1% la ES 2,5%

[ intregul cadru Basel de capital de reglementare se bazeazi pe ipoteze distributionale

[0 Subestimarea riscului de coadd = capital insuficient = fragilitate sistemica

Statistica Pietelor Financiare v



Introducere — De ce conteazd distributiile

S&P 500: cum arat3d lumea real3

S&P 500: Prices and daily returns (1985-2025)

S&P 500 (log scale)

In(Pe/Pe 1)

~041

covip-19
12.0%

e

~02

108572 Monit990 1995 2000 2005 2010 2015 2020 2025

Ird =30  me || > 30 (extreme)

: : o ch2_stylized_facts
] Crahurile (|r:| > 30) apar mult mai frecvent decat prevede distributia normal R )

[J Randamentele extreme se clusterizeaza; avem nevoie de modele cu cozi groase (heavy tails)
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Introducere — De ce conteaza distributiile

Distributia normal3 vs. realitate — Vizualizare si exemplu (ext. Cap. 1)

Black Monday — 19 oct. 1987

S&P 500 a scazut cu 20,5% intr-o singur3 zi.
[J Sub ipoteza normalid (0 ~ 1%): un eveniment de ~200 cu P ~ 10~%
[J Sub Student-t (v=4): P~ 10> — de 10%*x mai plauzibil

Timpul de revenire

[ T = se5015=es ~ 4 x 10°® ani; varsta universului: ~ 1,4 x 10 ani

[ = ~ 107° varste ale universului!
[0 Alegerea distributiei nu este un detaliu tehnic — este o decizie de business

Q SFM_ch2 normal _distribution
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Introducere — De ce conteaza distributiile

11

Distributia normal3 vs. realitate — Grafic

Normal vs. reality — S&P 500 (2000-2025)
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-0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06
Daily log-return
S&P 500 histogram —— KDE empiric
—— Normal (4=0.0002, 0=0.0122) Hidden tail risk

Q

Q SFM_ch2 normal_distribution
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De la preturi la log-randamente 12

Recapitulare din Cap. 1: Log-randamente

Definitie (v. Cap. 1)

[ re = In(P:¢/P:—1) — aditive in timp, simetrice, nemarginite inferior
[0 Randament simplu: Ry = (Pr — Pi—1)/P¢—1; relatie: r, = In(1 + Ry)

De ce conteazi pentru acest capitol?

[ Aditivitatea o, 71 = > r: permite aplicarea TLC si a teoriei distributiilor

[ intrebarea central3: ce distributie urmeaz3 r.? Normal3? Student-t? Pareto?

(] Conventie: r: denot3 log-randamentul pe tot parcursul capitolului
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De la preturi la log-randamente

13

Limita Tn timp continuu

[J Miscarea Brownian3 geometrici: dS/S = pdt + o dW

[ Prin lema lui t&: dInS = (p — 0%/2) dt + o dW

[ Inegalitatea lui Jensen: E[In(Pr/Po)] # In(E[Pr/Po))
» Randamentul mediu aritmetic depadseste randamentul mediu geometric
» Diferenta ~ 0°/2 (,pierderea din volatilitate (volatility drag)")

[] Log-randamente: aditive in timp; randamente simple: aditive pe active

180

160

Geometric Brownian motion

Jump-diffusion (Merton)

04 06
Time (years)

04 06 08 10 00

Time (years)

02

—— Simulated paths.

Q SFM_ch2 distribution comparison
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De la preturi la log-randamente 14

Pierderea din volatilitate (Volatility Drag) — Demonstratie

Exercitiu mental

[J Portofoliul tiu creste cu 50% azi si scade cu 50% maine
[0 Randamentul mediu aritmetic: (4+50% — 50%)/2 = 0%. Dar banii reali?
[J 100$ — 150% — 75%. Ai pierdut 25%!

De ce log-randamentele spun adevirul

O ro=In(15) = +405%, r =In(0,5) = —69,3%

[ Suma: rn + . = —28,8% = In(0,75) v* (aditivitatea functioneaza!)

[0 Randamentul simplu nu este aditiv: (+50%) + (—50%) # In(0,75)

[J Regula: E[rand. geometric] &~ E[rand. aritmetic] — 0% /2; volatilitate mare = pierdere reald mai severd
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De la preturi la log-randamente 15

Reprezentarea semimartingala (optional)

[J Procesele de pret modelate ca semimartingale: S; = So + A: + M,
[J Lema lui Itd pentru semimartingale cu salturi:

_dS. 1d[S,S]E _As,
dnde=5""3 & +sz<; -

[] Variatia cuadratic3 si volatilitatea realizata:

[X:X]t = “n—1>0 Z(Xti+1 - Xfi)2

LAl

[] Procese de pret discontinue: salturi si descompunerea Lévy-Itd
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De la preturi la log-randamente

Exemplu numeric: Calculul log-randamentelor

Preturi: Po=100, Py =103, P,=101, P; =105, P4=102. Calculati log-randamentele, media si varianta.

Rezolvare

t P R: re rn—F  (re—F)?

1 103 +3,00% +296%  2,46%  0,0605%

2 101 -1,94% —196% —2,46% 0,0605%

3 105 43,96% 43,88%  3,38%  0,1143%

4 102 -286% —290% —3,40% 0,1153%
2

F = 0,495% $2 = 2T - 0,1169%

[ Aditivitate: rjg 4 = In(102/100) = 1,98% = >5 , r: V'
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Distributia normal3 17

,Printul matematicienilor”

De la stele la Wall Street

[J A derivat curba normal3 in 1809 pentru erorile astronomice
[ Ideea: erorile sunt suma multor perturbatii mici si independente
[J Apare pe bancnota de 10 DM — singura distributie de pe o bancnot3!

Avertismentul

[J Gauss a demonstrat-o pentru erori de masurare, nu pentru piete
financiare

[J Wall Street a adoptat-o oricum — consecintele le vom vedea in acest
capitol

(1777-1855)
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Distributia normala

18

Singura distributie de pe o bancnotd

GL6968606D

ZEHN DEUTSCHE MARK

| Zehn \
Deutsche Mark

VW FHOSLNIA NHIZ

[ 10 Deutsche Mark (seria 1V, 1993-2001): Gauss + curba normal3d cu formula
[J Pe verso: sextantul lui Gauss si reteaua de triangulatie geodezicd a Germaniei
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Distributia normald

Distributia normald — Definitie si propriet3ti

Definitie 1 (Distributia normals)

X ~ N(u,0?) daca:
_ 1 (x —n)?
f(x)= i exp( = , x€R

Proprietati cheie

O EX]=pu, Var(X) =o? [ Simetrica fatd de p
[J Asimetrie =0 (] Regula 68-95-99,7
[ Kurtosis = 3 (exces de kurtosis = 0) [ Cozile scad ca e~ /2
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Distributia normal3 20

Distributia normald — Graficul densitatii

_x=m? )
20?

Normal PDF: f(x) =%exp(
ovan

0.8

0.6

f(x)

0.29

0.0

— MO.1) == AM0,025) —: MO04) -e: M-2,1)
Q SFM_ch2_normal_distribution

[J Clopotul lui Gauss: form3 simetricd, unimodald, maxim3 in x = u
[ Parametrii i si 0® controleaza pozitia si dispersia

—x2/2

[ Cozile scad exponential: f(x) ~ e — subestimeaza evenimentele extreme
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Distributia normal3 21

Cuantile normale si conexiunea cu VaR

[J Cuantile: Cuantila de ordin v a N(u,0?) este:
go = p+ 0'4)71(0()

[J Aceasta va fi utilizatd pentru a defini Value-at-Risk
[J Cuantile cheie: ®~'(0,01) = —2,326, $~'(0,05) = —1,645

[ TLC (v. Cap. 1): (X, — p)/(c/+/n) < N(0,1) dacs 02 < oo
[ Stabilitate: X + Y ~ N(u1 + p2, 07 + 03)
[ intrebarea cheie: ce se intampl3 dac3 02 = 0o? = limite stabile, nu normale
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Distributia normal 22

[lustrarea TLC

Central Limit Theorem: Sum of t(3) Random Variablos

I om

H i b

o
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7 3
cne D.n=100
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i
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o nz‘ b
\ \
o o ) )
y X
| p :
. <
< o : T LI ) 2 13 i 7 i
Stnducued ok Fv——
= s == W0

p—— Q SFM_ch2 normal _distribution
[ Pe masurd ce n creste, X, se apropie de normalitate

[J Limitare: TLC necesit3 variant3 finitds — ce se intampl3 daci 0® = co?
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Distributia normal3

23

Ajustarea normald pe randamentele S&P 500

S\&P 500 Log-Returns: Normal Distribution Fit

n=6,537
Skewness
Excess kur

-0.15 -0.10 -0.05 0.00 D.‘OS 0.10 0.15
Log-return
‘S\&P 500 log-returns +1,2,30
= Normal(u=0.00024, 0=0.0122)

Q SFM_ch2_normal_distribution
[J PDF-ul distributiei normale se potriveste rezonabil in centru, dar rateaza cozile

[] Histograma are mai multd masa in cozi decat prevede distributia normala
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Distributia normal3 24

Testul Jarque—Bera

[J Entropie maxima: Dintre toate distributiile cu (i, 0?) date, distributia normald maximizeaz3 entropia
Shannon H = — [f In f dx

Ho: S =0 si K = 3 (datele provin dintr-o distributie normal3)
Hi: S # 0 sau K # 3 (abatere de la normalitate)

Statistica de test

JB = g(s2 + @) 2 33(2)

9 5= 3 30(%)" (asimetre), K = TSI 2] (kurtoss)

n

[ Respingem Ho dacd JB > X3.1 . Pentru o =5%: X3.0.05 = 5,99
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Distributia normal3 25

Testul Shapiro-Wilk

Testul Shapiro-Wilk (1965)

Ho: datele provin dintr-o distributie normald  vs. Hi: non-normalitate

(0 @i x)”

W=S—F=3
> (xi — %)?

W e (0,1]

[ x(jy = statisticile de ordine (order statistics) ale esantionului
[J a; = coeficienti tabelati, depind de n
[0 Respingem Ho dacd W este prea mic (aproape de 0)

[ Cel mai puternic test pentru esantioane mici (n < 50)
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Distributia normal3

Testele Anderson—Darling si Kolmogorov—Smirnov

Testul Anderson—Darling (1954)
Ho: [F = F() VS8 H1: F;ﬁ F()

A2 = _pn— % Z(Qi —1) [ln Fo(X(,-)) +1In(1 — Fo(X(n+1,f)))]

i=1

[ Ponderat pe cozi: mai sensibil la devieri Tn extremele distributiei decat KS

Testul Kolmogorov—Smirnov (1933)

(0 Ho: F=Fo vs. Hi: F#Fo D, = sup |Fn(x) — Fo(x)|

(] Non-parametric; mai putin sensibil la cozi decat AD
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Distributia normal3

27

Teste de normalitate — Vizualizare

A. QQ-Plot: S\&P 500 Returns vs Normal

100 == 45egroetne

‘Sample quanties (standardised)

-0 75 50

25 50
Theoretical quanies (Normal)

B. Normality Test Results

Tost statstc pvalue  Crtical Rejoct ! (5%)
Jarque-Bera 87671 5 =0000400 Yoo
Shapico-Wik 0900685 P 164047 You

Andorson Daring 126299 (%) =07520 You

Q SFM_ch2 normal _distribution

[ Rezultatele testelor pe randamentele S&P 500 resping masiv ipoteza de normalitate

[ Testul JB: p-value = 0 (asimetrie si kurtosis diferite de valorile normale)
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Distributia normal3 28

Teste de normalitate — Rezultate empirice (S&P 500)

Test Statistica p-value Decizia

Jarque—Bera > 1000 < 0,001 Respingem Hy
Shapiro—-Wilk < 0,99 < 0,001 Respingem Hy
Anderson—Darling > 10 < 0,001 Respingem Hy

Kolmogorov—Smirnov > 0,05 < 0,001 Respingem Hy

Concluzie

[J Normalitatea este respinsd covarsitor pentru randamentele financiare zilnice

[J Distributia normald subestimeaz3 sistematic riscul de coad3
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Distributia normal3 29

Marginile Berry—Esseen si ratele de convergenta (ext. Cap. 1)

Teorem3 1 (Berry—Esseen)

Dac3 Xi, Xz, ... sunt i.i.d. cu E[X;] =0, E[X?] = o, E[|Xi|}] = p < oo, atunci:

Cp
Fo(x) — @ <
sup | Fo(x) = 9(9| < <0
unde C < 0,4748 (Shevtsova, 2011).
[J Rata de convergentd: O(n~'/2) — lenta pentru date cu cozi groase

[J Expansiunile Edgeworth rafineazd aproximarea TLC pentru n finit

[J Distributia normala ca distributie stabila: N(u,0?) = S(2,0,0/v/2, 1) — membrul o = 2 al familiei
stabile

[J Cand E[X?] = co: TLC esueazi, dar TLC Generalizata d3 limite stabile
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Distributia normal3 30

Regimul pre-asimptotic — De ce TLC nu ne salveazi

Conexiunea Berry-Esseen <+ Gaussianitate agregata

[J TLC ne promite convergenta spre normalitate pe masur3 ce agregam
[] Dar Berry-Esseen arat3 c3 viteza depinde de p/o® (momentul de ordin 3)

[ Randamentele financiare au p/o foarte mare (cozi groase) = convergenta este dureros de lenta

Implicatie practica

[ Daci randamentele ar avea cozi subtiri, 22 de zile (o lun3) ar fi suficiente pentru normalitate perfect3
[J Din cauza cozilor groase, nici macar agregatele anuale nu sunt perfect Gaussiene

[0 Concluzie (Taleb): in finante, trdim permanent in regimul pre-asimptotic — TLC este o promisiune pe
care datele noastre nu o pot onora
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Distributia normal 31

Exemplu: Probabilitatea unei pierderi mari sub distributia normal3

Exercitiu

Un portofoliu are o = 1,5% zilnic. Sub ipoteza normal3 cu p = 0, calculati P(pierdere > 30). Cate zile
pe an se asteaptd o astfel de pierdere? Comparati cu frecventa empirica.

Rezolvare

P(r < —=30) = ®(—3) = 0,00135 (0,135%). Cu 252 zile/an: 252 x 0,00135 = 0,34 zile/an (o datd la ~3
ani).

Realitatea empiricad

[ S&P 500 (1990-2023): pierderi > 4,5% apar =~ 0,7 ori/an — 2X mai frecvent decat sub distributia
normal3

[J Pierderi > 50: distributia normal3 prevede 1 eveniment la 13.932 ani; empiric, apare la decenii

[0 Concluzie: Distributia normal3 subestimeazad dramatic riscul de coads
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Distributia normal 32

Opriti-va si ganditi-va (auto-evaluare)

Verificare rapidd — Distributia normal3

1. Testul Jarque—Bera respinge normalitatea pe S&P 500. Ce anume m3soard: media si varianta, sau
asimetria si kurtosis-ul?

2. Un portofoliu cu o = 1,5% suferd o pierdere de —6% intr-o zi. Sub distributia normal3, cite abateri
standard reprezintd? Este plauzibil?

3. Dacd TLC ne spune c3 sumele converg la normal3, de ce randamentele lunare tot nu sunt perfect
Gaussiene?

Raspunsuri

1. JB testeaza S = 0 si K = 3; nu depinde de p sau o.
2. —6%/1,5% = 40; sub normali: P ~ 0,003% (1 zi/31.574). Empiric, apare la cativa ani.
3. Convergenta TLC este lentd cand cozile sunt groase (Berry—Esseen: O(n~*/2) cu constant3 mare).
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Distributia normal3 33

De la distributia normal3 la realitate — Ce urmeaz3d?

Am stabilit: distributia normal3 este inadecvat3

[J Testele (JB, SW, AD, KS) resping covarsitor normalitatea pe S&P 500
(1 Pierderi > 30 apar de ~4x mai frecvent decat prevede normala
(] Dar cum arata abaterile? Sunt sistematice sau idiosincratice?

Urmatorul pas: faptele stilizate

[J Vom documenta regularitatile universale ale randamentelor financiare
[1 Aceste fapte stilizate sunt criteriile pe care orice model alternativ trebuie s3 le indeplineasca
[ Taxonomia Cont (2001): 11 fapte stilizate observate pe sute de active, piete si perioade
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Fapte stilizate ale randamentelor financiare 34

Omul care a spart curba clopotelului

De la bumbac la fractali

[J 1963: preturile bumbacului au variatii mult prea mari pentru normal3
[J Propune distributiile stabile Lévy (a < 2) — cozi groase, variant3
infinita

Inventatorul geometriei fractale; auto-similaritate la orice scard

. Pietele sunt mai riscante decat cred oamenii”

=l BT

Mostenirea

[ Ignorat 40 de ani de Wall Street, care a preferat modelul Gaussian
(J Criza din 2008 i-a dat dreptate — modelele cu cozi subtiri au esuat
spectaculos

Benoit Mandelbrot
(1924-2010)
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Fapte stilizate ale randamentelor financiare

35

Cozi groase si exces de kurtosis (ext. Cap. 1)

O Kurtosis: k= E[(X — p)*]/o*;  exces de kurtosis: ke = k — 3
[J Distributia normald: ke =0
[0 Kurtosis tipicd pentru actiuni zilnice: s € [5,50], deci ke > 0

[J Interpretare: Randamentele extreme apar mult mai frecvent decat prevede distributia normals

Activ Asimetrie  Exces de kurtosis
S&P 500 (zilnic) -0,3 ~ 10
FTSE 100 (zilnic) —0,2 =18
USD/EUR (zilnic) ~ —0,1 ~

Bitcoin (zilnic) —0,5 ~ 15
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Fapte stilizate ale randamentelor financiare 36

Asimetrie negativa si clusterizarea volatilitatii

Asimetrie negativa Clusterizarea volatilitatii

[J Coada stangd mai grea decat cea dreapta [J ,Variatii mari urmate de variatii mari”

[0 Mai pronuntat3 pentru indici de actiuni (Mandelbrot, 1963)

[J Prabusirile sunt mai abrupte decat raliul O Corr(|rel, [re+x[) > O pentru k mare

[ Asimetrie S = E[(X — p)?]/0® < 0 [1 Randamentele sunt necorelate dar nu
independente

& Corr(rt, resx) = 0 dar Corr(rZ, r2,) >0

Implicatie

[J O singurd distributie i.i.d. nu poate surprinde clusterizarea volatilitatii

[J Avem nevoie de modele cu variantd variabild in timp (GARCH, v. capitolele urmatoare)
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Gaussianitate agregatd

[J Observatie cheie: Pe m3sura ce orizontul de detinere creste, distributia randamentelor devine mai

Gaussiand

[J Randamente zilnice: kurtosis ridicatd, cozi groase

[J Randamente saptdmanale: kurtosis moderat3

[J Randamente lunare: mai aproape de distributia normala

[0 Mecanism: Efect similar TLC — randamentul lunar = ) din ~22 randamente zilnice

Frecventa Exces de kurtosis JB p-value
Zilnic3 ~ 10 < 0,001
Saptiamanala ~4 < 0,001
Lunara ~15 ~ 0,05
Trimestriald ~ 0,5 ~0,3
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Rezumatul faptelor stilizate

Cozi groase: k. >> 0 — evenimente extreme mai frecvente decat sub normal3
Asimetrie negativa: Coada stangd mai grea (actiuni)

Clusterizarea volatilitatii: Perioade de volatilitate mare/mic3 persista
Gaussianitate agregata: Kurtosis scade cu orizontul

Absenta autocorelatiei randamentelor: Corr(r¢, repx) ~ 0 pentru k > 1

SN RO

Autocorelatia randamentelor patrate: Corr(r?,r?,) >0

Provocarea

[ Orice model adecvat pentru randamentele financiare trebuie s3 reproduc3d aceste fapte stilizate

[J Distributia normald esueaza la punctele 1, 2 si 3
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Efectul de levier si memoria lung3

Efectul de levier

[J Randamentele negative cresc volatilitatea
viitoare mai mult decat randamentele pozitive
de aceeasi magnitudine

[ Raspuns asimetric: Corr(r:,07.1) <0

[0 Denumit dup3 Black (1976): sciderea pretului
= levier mai mare = risc mai mare

(] Capturat de GJR-GARCH, EGARCH

Memoria lungd in volatilitate

=

Corr(|re|, |re+«|) scade lent (hiperbolic, nu
exponential)

Exponentul Hurst H > 0,5 pentru |r¢|
GARCH standard: descrestere exponentiala

Modelele FIGARCH, HAR surprind memoria
lunga
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Asimetria castig/pierdere

[ Asimetria castig/pierdere: Preturile actiunilor scad mai repede decat cresc

[J Scaderile mari au loc in zile; recuperarea dureaz3 luni sau ani

[J Aceastd asimetrie este distinctd de asimetria distributiei — priveste dinamica, nu distributia marginala
[ Efect volumetric: Volumul de tranzactionare creste in episoadele de volatilitate mare

» Corelatie pozitiva intre |r:| si volumul zilnic
» Amplificatd de margin calls si vanzari fortate
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Taxonomia Cont (2001) — Fapte stilizate 1-6 (ext. Cap. 1)

1. Absenta autocorelatiei: Corr(r, rey,) =0, 7>1
» Eficientd informationala; exceptie: intra-zilnic (bid-ask bounce)
2. Cozi groase: k. > 0; evenimente > 30 mult mai frecvente decat sub normal3
» Stabil intre piete: ke € [5,50] pentru actiuni zilnice
3. Gaussianitate agregata: kurtosis scade cu orizontul temporal
» Randamente lunare mai apropiate de normal3; mecanism: efect TLC
4. Clusterizarea volatilitatii: Corr(|r¢|, |re+~|) > 0 persistent
» ,Variatii mari urmate de variatii mari” (Mandelbrot, 1963)
» Modele: GARCH, volatilitate stochastica
5. Efectul de levier: Corr(r;,02,,) < 0 (Black, 1976)
» Sciaderi = levier T = volatilitate 1; modele: GJR-GARCH, EGARCH
6. Corelatie volum-volatilitate: Corr(V;,|r:|) > 0
» Zilele volatile au volume mai mari; amplificat de margin calls
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Taxonomia Cont (2001) — Fapte stilizate 7-11 (ext. Cap. 1)

7. Asimetrie: randamente negative mai extreme decat cele pozitive
» Specific actiunilor (S € [-0,5,—0,1]); FX poate fi simetric
8. Asimetrie castig/pierdere: sciderile mari — rapide; recuperirile — lente
» Priveste dinamica, nu forma staticd a distributiei
9. Invarianta de scara: pattern-uri similare la scale temporale diferite
» Graficele la 5 min, 1 ord, 1 zi au aceeasi ,texturd” (structura fractala)
10. Memoria lunga a volatilitatii: Corr(|re|, |rerr|) o< 72772, H > 0,5
» Descrestere hiperbolicd, nu exponentials
» Modele: FIGARCH, HAR (Corsi, 2009)
11. Descrestere lenta a autocorelatiei |r:|
» GARCH standard prezice descrestere exponentiald — insuficientd
» Necesitd modele cu memorie lungd sau componente multiple

[J Modele multifractale (Mandelbrot et al., 1997): E[|r:|9] oc AtS? cu ¢(q) concav
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De ce apar faptele stilizate? — Microstructura pietei

Cozile groase — mecanisme de feedback pozitiv

[J Intr-o criza, sciderea pretului declanseaza apeluri in marja (margin calls)

[ Investitorii sunt fortati sa vandd = pretul scade mai mult = noi margin calls
[J Ordinele automate stop-loss amplificd miscarea: vanzare automat3 sub un prag
[J Rezultat: pierderi mult mai mari decat prevede distributia normala

Clusterizarea volatilitdtii — fragmentarea informatiei

[J Ordinele institutionale mari sunt fragmentate si executate pe parcursul mai multor zile
[J Informatia se integreazd gradual in pret, nu instantaneu (piete imperfect eficiente)
[0 Consecinta: perioade prelungite de volatilitate mare (sau mic3a)

[ Efectul de levier (Black, 1976): sciderea = levier mai mare = risc perceput mai mare = volatilitate
creste
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Structura fractal3 si legile putere

o

[0 Cozi tip lege putere (power law): P(|r| > x) ~ x~
financiare

cu a € [2,5] pentru majoritatea activelor

[J Exponentul de coadd o este remarcabil de stabil intre active si perioade

[J Auto-similaritate: Distributiile randamentelor la scale temporale diferite sunt legate prin scalare
[J Conexiunea cu distributiile stabile: dacd ov < 2, TLC Generalizatd implicd limite stabile

[J ,Legea cubului invers” (Gopikrishnan et al., 1999): « & 3 pentru actiunile americane

[] Dezbatere: lege putere reald vs. cozi cu variatie lenta
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Vizualizarea clusteriz3rii volatilit3tii

Volatility clustering — S&P 500 (2000-2025)
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Q SFM_ch2_stylized_facts

[ ,Variatii mari urmate de variatii mari” (Mandelbrot, 1963) — crizele 2001, 2008, 2020
[ Corr(re, rex) = 0 dar Corr(|re|, |re4x|) > 0 — necorelate, dar nu independente
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Ecuatiile faptelor stilizate — Kurtosis si autocorelatia

4
K= E[(X — :U/) ] K Ke
0-4
. N |
[] Exces de kurtosis: ke = kK — 3 orma 3 0
[ ke = 0: normal3; k. > 0: leptocurtica Sl F =l Ay
em v  fe > T2 16D FTSE100 ~8 ~5
Bitcoin ~ly A2
Autocorelatia r?
[[] ke =7 pentru S&P 500 = cozi substantial mai
o 2 2 e P ¢
px = Corr(r, 114k} > 0, k mare groase decat normala
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Previzualizare: M3suri de risc — VaR si ES

Definitie 2 (Value-at-Risk — definitie de lucru)

Value-at-Risk la nivelul a: pierderea maxim3 care nu este dep3sitd cu probabilitatea (1 — «):

VaR, = 7,;71(0()’ unde F~! este cuantila randamentelor.

Definitie 3 (Expected Shortfall — definitie de lucru)

Expected Shortfall (ES) la nivelul a: pierderea medie in cele mai grave a% scenarii:

[ Exemplu: VaR 1% normal3, o = 1,5%, $1M: VaR = 2,326 x 0,015 x 10% = $34.890

(] Proprietati formale, coerenta Artzner, backtesting — capitolele urmatoare
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VaR si ES — llustrare graficd

VaR Comparison: Stable vs Normal vs Empirical

60 .
!
|
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|
i
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!
0 T T i
-0.06 -0.04 -0.02 0.00
Log-return
- S\&P 500 log-returns == VaR 1% Normal (-0.0282)
=8 =
Q SFM_ch2_risk_management
[J VaR,: cuantila — ,,nu vom pierde mai mult de X cu prob. 1 — "
[J ES,: media cozii — ,dac3 depisim VaR, cat pierdem in medie?"

[J ES > VaR intotdeauna; diferenta creste cu grosimea cozilor
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Opriti-va si ganditi-va (auto-evaluare)

Verificare rapidd — Fapte stilizate

1. Randamentele zilnice au Corr(rt, re41) ~ 0, dar Corr(rZ, rZ1) > 0. Ce inseamn3 acest lucru pentru
dependenta temporal3?

b

Un model i.i.d. poate reproduce clusterizarea volatilititii? De ce?

2

Daca kurtosis-ul scade de la 10 (zilnic) la 1,5 (lunar), ce mecanism explica acest fenomen?

Raspunsuri

1. Randamentele sunt necorelate (nu putem prezice directia), dar nu independente (putem prezice
magnitudinea).
2. Nu —i.i.d. implicd independentd complet3; clusterizarea necesitd modele conditionale (GARCH).

2

Gaussianitate agregata: efect TLC; suma a ~22 randamente zilnice converge spre normal3.
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Cine este ,Student™?

William Sealy Gosset
(1876-1937)

Povestea din spatele pseudonimului

[ Chimist la fabrica de bere Guinness, Dublin

[J Problema: cum testezi calitatea berii din esantioane foarte mici?
(n=3-4)

[J Guinness interzicea publicarea — secret comerciall

[J Solutia: publicd sub pseudonimul ,,Student” (1908)

De ce conteazd pentru finante?

] Normala cu o estimat nu mai este normald — este Student-t!
[ Ironia: inventatd pentru bere, acum modeleaza crahuri bursiere
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Distributia Student-t — Definitie

Definitie 4 (Distributia Student-t)

X ~ t, daca: .y
r(V+1) X2 —(v+1)/2
f(x;v) = —=+-(1+ — , e R.
(x;v) o (2) ( y) X

[ Un singur parametru v > 0 (grade de libertate) controleazd grosimea cozilor
O EX]=0(v>1); Var(X)=-% (v>2)

v—2

[] Exces de kurtosis: ke = 2 (v > 4)

v—4

[ v — oo: converge la N(0,1); v = 1: distributia Cauchy
[ Cozi: f(x) ~ |x|~®*Y (lege putere)
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PDF-uri Student-t — Efectul lui v

f(x)

== t; (Cauchy) ==« t3 srse t5 =tz = A(0,1)

[J v mai mic = cozi mai groase, varf mai ascutit
[J Randamente financiare: de reguld © € [3, 8] pentru date zilnice de actiuni

Q SFM_ch2_student_t
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Ajustarea Student-t pe S&P 500

S\&P 500 Log-Returns: Student-t vs Normal Fit

Density (log scale)

Log-return
W S\&P 500 log-retumns  —— Student-t (v=2.64) == Normal

Q SFM_ch2 student t
Student-t surprinde cozile groase mult mai bine decat distributia normal3
1%

&
[J D =~ 4-5 pentru S&P 500 (depinde de perioada de estimare); centrul si cozile bine ajustate
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De ce Student-t pentru finante?

Proprietate Normal Student-t
Descresterea cozii Exponential3 (e_xz/z) Lege putere (|x|7*~1)
Exces de kurtosis 0 6/(v—4)
Parametri 2 (u,0) 3 (u,0,v)
Evenimente extreme Foarte rare Mai frecvente
Limit3 — Normal (v — o)

[0 Student-t include distributia normal3 ca un caz special (v — co) permitand in acelasi timp cozi mai
groase

[J Este cea mai simpl3 alternativd cu cozi groase
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Forma locatie-scald si MLE

[J Forma locatie-scala: X =y +o0T,unde T ~ ¢,
[ Estimare MLE a (u,0,v): maximizdm

Up,o,v) = ZI ( >fn|na

[0 Criterii informationale pentru selectia modelului:
» AIC = —2/ + 2k (penalizeaz3 usor complexitatea)
» BIC = —2/+ kinn (penalizeazd mai puternic complexitatea)

[J Student-t ca distributie a inovatiilor in modele GARCH: ¢ = 0:z;, z: ~ t,
[ Diagnostice QQ-plot: abaterile de la linia de 45° indic3 specificare gresitd
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Normald vs. Student-t — Suprapunere pe S&P 500

S\&P 500 Log-Returns: Distribution Comparison
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Log-return
SI8P 500 log-refums  —— Studentt (df-2.64, AIC=40954) -+ Stable (a=1.54, AIC=40860)
~~ Nomal (AIC=39037) —- GED (8=0.87, AIC=40951)

Q SFM_ch2 distribution comparison

[J Student-t surprinde cozile groase; normala le subestimeaza sistematic
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Compararea modelelor: AIC/BIC

Model Log-verosim. AIC BIC
Normal (u, o) 0y —201+4 —2{1+2Inn
Student-t (u, o, v) Uy > 0 —20+6 —2l>+3Inn

[J Student-t obtine AIC/BIC substantial mai bun in ciuda unui parametru suplimentar

[J Castigul in log-verosimilitudine provine din ajustarea superioard a cozilor
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Reprezentarea ca mixturd si interpretarea Bayesiana

[ Reprezentare ca mixtura: X | V ~ N(0,V), V ~ Inv-Gamma(v/2,v/2)
» Student-t = Normal3 cu variant3 aleatoare (mixturd de scale a normalelor)
» Interpretare: V surprinde volatilitatea variabild in timp
» Vizual: t, = [;° N(0,v) - InvGamma(v) dv — medierea peste v ,ingroasd” cozile

[J Interpretare Bayesiana: Student-t ca distributie marginald a posteriori sub priori conjugate
normal-inverse-gamma

I — —(v+p)/2
[ Student-t multivariata: f(x) o< (1 + LLM) g

[0 Compararea cozilor: indicele de coada (tail index) t, = v vs. indicele de stabilitate = «

[J Student-t nu este inchisd la convolutie; distributiile stabile sunt
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Exemplu: Probabilitatea unei pierderi extreme

Exercitiu

Randamentele zilnice au o = 1,5%. Calculati P(r < —30) = P(r < —4,5%) sub distributia normal3 vs.
Student-t cu v = 5.

Rezolvare

[ Sub distributia normala: P(r < —30) = ®(—3) = 0,00135 = 0,135% (1 zi din 741)

[ Sub Student-t (v = 5): scald ajustatd s = o+/(v — 2)/v = 0,01162
b tuae = —0,045/0,01162 = —3,874 = P(Ts < —3,874) = 0,00584 = 0,584% (1 zi din 171)

Concluzie

[0 Student-t prevede pierderi > 30 de 4,3x mai frecvent decat distributia normald (0,584% vs. 0,135%)

Statistica Pietelor Financiare v



Distributia Student-t

Incertitudinea modelului si m3suri robuste de risc

[ Incertitudinea modelului: Care distributie este ,,corectd”? Poate niciuna — orice model este o
aproximare.

[J Aversiune fata de ambiguitate (paradoxul Ellsberg): decidentul nu cunoaste distributia exacts si
adopt3 o atitudine conservatoare.

[J Md&suri robuste de risc sub incertitudine distributionals:

probust(X) = sup pQ(X)
QeQ

[J Multimea de ambiguitate Q = o multime de distributii de probabilitate considerate plauzibile. Se
calculeaz3 riscul sub cea mai defavorabild distributie din Q (worst-case).

(1 Exemple clasice de Q:
» Bazatd pe momente: toate distributiile cu (u,0?) date: Q = {Q : Eq[X] = u, Varg(X) = o}
» Wasserstein: vecinitate de raza e in jurul distributiei empirice: Q = {Q : W,(Q, P,) < &}
» KL-divergenta: Q = {Q : DkL(Q||Po) < n}

[ Cuantificarea riscului de model: intervalul VaR/ES intre modele plauzibile furnizeaza o ,,prima de risc
de model”
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Distante ntre distributii — Intuitie

[J Problema: Cum masurdm cit de ,aproape” sunt doud distributii P si Q7

[J Distanta Wasserstein W, (P, Q):
» Cunoscutd si ca Earth Mover’s Distance (distanta mut3rii de pdmant)
» Intuitie: costul minim de ,transport” al masei de probabilitate din P in Q
» Dacd P si Q sunt distributii pe R cu CDF-uri Fp, Fg:

wa(P. @)= [ 1o -~ Fol)l o

» Avantaj: tine cont de geometria spatiului (nu doar de suprapunerea densitatilor)
[0 Divergenta Kullback—Leibler Dk (Q||Po):
» Masoara ,pierderea de informatie” dac3d aproximam Q prin Po
» DkL(Q|Po) = [ q(x) ((XX)) dx > 0, cu egalitate iff Q = Py
» Nu este o distanta proprlu—zis§ (nu este simetrica: Dk (Q||P) # DkL(P||Q))
(] Aplicatie: ¢ mare = Q mai largd = VaR robust mai mare. Rezumat: Wi = cost de transport
(simetricd); KL = pierdere de informatie (asimetric3)
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Wasserstein in practicd — Stress-testing bancar

Scenariul: Criza din 2008 / Pandemia 2020

[J Distributia istorici a randamentelor devine brusc irelevanta (non-stationaritate)
[J VaR estimat pe date din 2005-2007 subestimeazd masiv pierderile din 2008
[J Problema: cum ne protejam cand modelul pe care |-am estimat poate fi gresit?

Solutia: optimizare robustd cu vecindtate Wasserstein

[ n loc de a calcula VaR sub o singura distributie P, calculim sub cea mai defavorabild distributie
dintr-o vecindtate: probust = SUPq. w4 (g,5)<- YaRa

[0 Raza ¢ = bugetul de incertitudine al bancii (cat de mult poate devia realitatea)

[J & mic: optimism (,criza nu se va repeta”); € mare: conservatorism (supravietuire)

[J Basel Ill4: autoritatile impun stressed VaR — exact aceastd filozofie
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Opriti-va si ganditi-va (auto-evaluare)

Verificare rapidd — Distributia Student-t

1. Student-t cu v = 3 are variant3 finitd? Dar kurtosis?
2. De ce Student-t cu v = 5 prevede pierderi > 30 de ~4x mai frecvent decat normala?

3. Dacd ¥ — oo, ce distributie obtinem? Ce implicd aceasta pentru selectia modelului?

Raspunsuri

1. Varianta: da (v > 2, Var = 3/(3 — 2) = 3). Kurtosis: nu (v > 4 necesar; 6/(3 —4) < 0 — nu exist3).
—x2/2

2. Cozile Student-t scad ca |x| =) (lege putere) vs. e
cozi.

(exponential) — mult mai multd mas3 in

3. Se obtine N(0,1). Aceasta inseamnd c3 Student-t include normala; AIC/BIC vor selecta normala daca
cozile nu sunt groase.
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De la Student-t la Pareto — De ce avem nevoie de ambele?

Student-t: modelul complet Pareto: modelul cozii extreme

[ Modeleazs intregul set de date (centru + cozi) [J Modeleaza doar valorile extreme (x > xp,)

[0 Compromis: dac3 fitezi bine centrul, poti rata [1 Nu face compromisuri: se concentreaza exclusiv
coada extrem3 pe coada dreapta

[ Parametru global: v controleazi simultan varful [ Pregateste mental Teoria Valorilor Extreme
si cozile (EVT)

Legdtura matematicd

[ Student-t cu v g.l. are cozi Pareto: P(X > x) ~ C-x~" pentru x — oo
[ Indicele de coadad Pareto a = gradele de libertate v ale Student-t

[J Pareto nu este o alternativa la Student-t, ci o unealta complementara de diagnostic
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Regula 80/20 — Omul din spatele legii

De la gradinarit la inegalitate

[0 Inginer italo-elvetian: 80% din pamantul ltaliei era detinut de 20%
din populatie (1896)

[0 Legenda: 20% din plante produceau 80% din mazire

[J Aceeasi lege apare peste tot: avere, orase, cutremure, vanzari, trafic
web

De ce conteazi pentru finante?

(J Putine zile catastrofale genereazd cea mai mare parte a riscului
[0 Mandelbrot (1963): cozile randamentelor sunt Pareto —
P(X > x) oc x™

Vilfredo Pareto
(1848-1923)
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Distributia Pareto — Legea de putere

Definitie (Pareto, 1896)

O variabild aleatoare X urmeaz3 o distributie Pareto cu parametri x, > 0 (scald) si @ > 0 (form3 / indice

de coadd) daca:

f(x) =

axy
xo+1’

% 2 S

[) CDF: F(x) =1— (x)°
[J Functia de supravietuire:

Flx) = P(x >x) = (22)"

[0 Comportament lege de putere (power law):
P(X > x) x x™ ¢

m
a—

[ Medie: E[X] = (eX|sta doar dacd a > 1)

[J Varianta: Var(X) =
dacd a > 2)

[ a < 2: varianta infinita

[l a < 1: medie infinita

(existd doar

(al a2)
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Distributia Pareto — Grafic PDF si CDF

Pareto PDF Pareto CDF
5_
1.0 1

47 0.8 -
3 — 06
k] 1]
=24 ~ 0.4 -

14 0.2

0 : . . 001 T T

2 4 6 2 4 6
X
— a=1 — a=2 — a=3 —— a=5— a=1 — a=2 — a=3

[J o mic = coad3 groasd, densitate scade lent
[J o mare = masa se concentreaza lang3d x,,, coada scade rapid

— a=5
Q SFM_ch2 pareto analysis
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Distributia Pareto — Semnatura legii de putere

Q SFM_ch2 pareto_analysis

Testul grafic log-log

[J Pe graficul log-log, functia de supravietuire Pareto este o dreapta:

log P(X > x) = —alog x + alog xm

[0 Panta = —« (indicele de coad3)
[J Aliniere pe dreaptd = comportament Pareto; abaterea pentru x mici: trunchiere
[J Verificare practica: desendm log §(x) vs. log x pe datele empirice — liniaritate confirm3 coada Pareto

Statistica Pietelor Financiare


https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02/SFM_ch2_pareto_analysis

Distributia Pareto

69

Distributia Pareto — Log-log survival

P(X > x) (log scale)

| — a=1.5,slope =-1.5

= a = 3.0, slope =-3.0

Survival function (log-log)

—— a=2.0,slope =-2.0

—— a=4.0, slope =-4.0

e e e —
10° 10’ 10° 10°
X (log scale)

Q SFM_ch2 pareto analysis
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Distributia Pareto — De ce conteazi in finante?

Principiul lui Pareto (regula 80/20)

[ Vilfredo Pareto (1896): 80% din averea ltaliei era detinuta de 20% din populatie
[J Aceeasi lege apare in finante: pierderile extreme urmeaz3 o lege de putere
[0 Mandelbrot (1963): randamentele pietelor au cozi de tip Pareto

Proprietatea cheie: cozile groase

[ Normald: P(X > x) ~ e /2 (exponential); Pareto: P(X > x) ~ x~ % (polinomial)
[] Evenimentele Black Swan sunt mult mai probabile sub Pareto
[ Exemplu: o = 3, P(X > 10x») = 1073; sub normals: ~ 10723
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Distributia Pareto — Estimarea parametrilor (MLE)

Estimatorul de verosimilitate maxim3 (MLE)

[ Fie x1,..., X, un esantion i.i.d. din Pareto(a, xm)

[ Pasul 1: &, = min(x1,...,x,) (scala = valoarea minim3)
n

>y In(xi/&m)

[J Proprietati: consistent, eficient asimptotic, v/n-convergent

[J Pasul 2: @MLE =
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Distributia Pareto — MLE: Demonstratie

Pareto MLE fit MLE convergence
3.0 4 mmm Sample (n = 1000) n=50
—— MLE:d=3.08 10 4 n=200
i ---- True:a=3 n=1000
28 n=5000
84 i a=3
5207 &
k) i)
6
=4 c
8 1o 8
1.0 “3
0.5 1 24 .
0.0 - T T | 0-
2 4 6 8 2.0 25 3.0 35 4.0 4.5
X dmLe

Q SFM_ch2_pareto_analysis

[0 Stanga: histogram + fit MLE (o = 3, n = 1000). Dreapta: convergenta MLE (n = 50 — 5000)
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Distributia Pareto — Estimatorul Hill pe S&P 500

Hill plot — S&P 500 losses Tail fit — S&P 500

_ 10 ~
7
a < 10
2 4
_ = 10* -
z <
‘S 4 4 A 1
g g
A & ’ —\
2 4 10—2 . "
T T T T T T -
0 100 200 300 400 500 10° 10 10° 102?107
k (order statistics) Loss magnitude (log)
,,,,, d~2.88 Empirical —— Pareto (@ =2.51)

Q SFM_ch2_pareto_analysis

[1 Hill plot: zona stabild & ~ 2,9; Tail fit: Pareto & ~ 2,5
[0 o < 3 = momente de ordin > 3 nu exist3; confirmare: cozi groase
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Distributia Pareto — Tail fitting (S&P 500)

QQ-plot (@ =2.51) Threshold sensitivity Tail CDF fit (top 5%)
0.25 € 1.0
0.20 5 08
=
L 015 w4 b 06
a ° -
~ S )
& o.10 e 3 ol
o 02
0.05 / 2 -
1 0.0
T T T T T T T T T T
0.1 0.2 0 10 20 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125
Theoretical (Pareto) Tail fraction (%) Loss magnitude
—— Empirical —— Pareto (@ = 2.89)

Q SFM_ch2_pareto_analysis
[ QQ-plot: aliniere pe diagonald = coada este Pareto
[ Sensibilitate prag: zona stabild ~ 3-8%; & ~ 2,5-3,0
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Distributia Pareto — Interpretarea tail fitting

Procedura de tail fitting

[J Pasul 1: Selectdm pragul u (sau fractia de coads, e.g. top 5%)
[ Pasul 2: Estimdm & pe datele {x; : x; > u} via MLE sau Hill

[J Pasul 3: Verificam sensibilitatea: variaza u si observam stabilitatea lui &
[J Pasul 4: Validam cu QQ-plot si CDF fit

Rezultate empirice (S&P 500, 2000-2025)

[J & ~ 2,5-3,0 = momente finite doar pan3 la ordinul 2
[J Varianta exista, dar kurtosis-ul nu — distributia normal3 este inadecvata
(] CDF-ul Pareto se potriveste bine pe coada dreapt3 a pierderilor
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Distributia Pareto — Aplicatii

Q SFM_ch2 pareto_analysis

Legea lui Zipf (capitalizare de piat3d)

[0 Capitalizarea firmelor urmeaz3 o lege de putere: P(cap > x) o< x~ ¢

[ Top 10 firme =~ 30% din piat3; panta Zipf ~ —1 (lege empiricd universald)

Alte aplicatii ale distributiei Pareto

[J Pierderi din asigurari: sumele asigurate extreme = Pareto

[J Riscul operational (Basel I1): pierderile operationale au coada Pareto
[ Distributia averii: Top 1% detine 40-50% din avere (Piketty, 2014)
[J Volumul tranzactiilor: citeva tranzactii mari domina volumul total
(1 Cyber risk: severitatea atacurilor cibernetice este Pareto-distribuita
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Legea lui Zipf — Capitalizare de piat3

Market Cap — Top 50 US Firms
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Q SFM_ch2 pareto analysis
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Distributia Pareto — Conexiuni teoretice
Legatura cu EVT si estimatorul Hill

[J Teorema Pickands—Balkema—de Haan: excedentele peste un prag suficient de mare urmeaza
aproximativ o distributie Pareto generalizata (GPD)

[J Distributia Pareto clasica = caz particular al GPD cu £ > 0
] Estimatorul Hill: estimeazad o din statisticile de ordine X(3) < --- < X(p):

Legatura cu distributiile stabile si Student-t

[0 Distributiile a-stabile cu av < 2 au cozi Pareto: P(X > x) ~ Co x~ ¢
[J Student-t cu v grade de libertate: cozi Pareto cu indice o = v
[ Indicele de coadad Pareto unifica teoria: mai mic o = cozi mai groase
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Opriti-va si ganditi-va (auto-evaluare)

Verificare rapidd — Distributia Pareto

1. Pierderile au & = 2,5. Varianta existd? Dar kurtosis-ul?

2. Pe graficul log-log, functia de supravietuire este o dreaptd cu pantd —3. Ce indice de coad3 « aveti?
3. VaR Pareto la 1% cu xp, = 2%, a = 3: g = x - (0,01)7*/2. Calculati rapid.

Raspunsuri

1. Variantd: da (a > 2). Kurtosis: nu (o < 4, momentul de ordin 4 nu exist3).
2. a = 3 (panta cu semn schimbat).
3. g =2% x 100*/3 = 2% x 4,64 = 9,28%.
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[ Introducere v/

(] De la preturi la log-randamente v'
(] Distributia normald v/

[J Fapte stilizate v/

(] Distributia Student-t v/
(] Distributia Pareto v'
(] Studiu de caz

[J Quiz & Exercitii de examen
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Studiu de caz: Datele

[ S&P 500 — piat3 dezvoltat3, lichiditate mare
[J BRD — actiune roméaneascd, piatd emergenta
[ Bitcoin — activ digital, volatilitate extrem3
[J Perioada: 2015-2025, date zilnice

Q SFM_ch2 case study 2a

Preturi si log-randamente

Activ N Media (%) Std (%) Skew Kurt
S&P 500 ~2500 0.05 1.15 —0.60 135
BRD ~2500 0.04 110 —0.80 12.0
Bitcoin ~3 600 0.12 3.80 —0.30 8.5
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Studiu de caz: Preturi si log-randamente

S&P 500 BRD Bitcoin
om0
a0
=
6000 100000
©
o so00
S 15 60000
o0
oo
3000 o
2000
200 s
.
e e wm  mm me o e we  wm  wm  am we  we  am  mm mm we
o0
o0 0
005 oos o1
o0
oo
;000
= o1
g
H 008
oz 02
010
s
010 =
ors 0t
o w6 @ wm F T e @w  am e

522 2028
SFM_ch2_case_study_ 2a

Statistica Pietelor Financiare

PV


https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02/SFM_ch2_case_study_2a

Studiu de caz 83

Studiu de caz: Fapte stilizate

Q SFM_ch2 case study 2a

Volatilitate clusterizat3

[0 ACF a |r¢| confirm3 dependenta pe termen lung

[ Toate cele 3 active prezintd autocorelatie semnificativa a |r:| pana la lag-ul 60
[J Kurtosis > 3 pe toate pietele = cozi groase

[0 Asimetrie negativa pentru S&P 500 si BRD (/everage effect)

[J Bitcoin: asimetrie mai redusa, dar volatilitate de 3x

Observatie 3

[J Clusterizarea volatilitatii invalideaza ipoteza i.i.d. necesard modelului Black—Scholes
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Studiu de caz: Fapte stilizate — Grafic

S&P 500
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Studiu de caz: Normal vs Student-t
Q SFM_ch2 case study 2a

Histogram3a log-scale cu overlay

[J Comparam cele doud modele pe scara logaritmica

[ Normal subestimeaz3 sistematic cozile
(] Student-t se adapteazd bine cu v estimat:

» S&P 500: 7 ~ 4-5; BRD: ? ~ 3-5; Bitcoin: U ~ 3-4
[J Diferenta creste exponential in cozi

Implicatie

[J Pe scara logaritmic3, subestimarea normal3 devine vizibild: cozile empirice sunt cu ordine de marime
mai groase
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Studiu de caz: Normal vs Student-t — Grafic

S&P 500 BRD Bitcoin
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Studiu de caz: QQ-plots
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Q SFM_ch2 case study 2a
[J Normal QQ: deviatii sistematice in cozi Student-t QQ: aliniere mult mai buna
[J Bitcoin: cele mai mari deviatii, confirmand cozi mai groase
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Studiu de caz: Teste de normalitate

Testarea ipotezei Hp: randamentele ~ A'(u, 0?)

Activ Jarque—Bera  Shapiro-Wilk  Anderson—-Darling  Kolmogorov—Smirnov
S&P 500 > 10000 < 0.99%** > 20%** > 0.05%**
BRD > 8000%** < 0.99%** > 15%** > 0.04**
Bitcoin > 5000%** < 0.98%** > 30%** > 0.06*"*

[ ™™ respingere la nivel & = 0.001 pentru toate testele si toate activele

Concluzie

[J Normalitatea este respinsa decisiv pe toate cele trei piete
[J Cele patru teste converg: JB (momente), SW (ordine), AD (cozi), KS (distributie complet3)
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Studiu de caz: VaR si ES — Normal vs Student-t

Aplicarea formulelor de risc (portofoliu 1M EUR, u ~ 0)

O VaRyy, =2,3260;  VaRjy, = /2 |t,*(0,01)|0;  ES: media cozii stangi sub VaR

Activ (o, D) VaR Normal  VaR Student-t ES Normal ES Student-t
S&P 500 (1,15%, 4,5) 26 750 30400 30500 40200
BRD (1,10%, 3,8) 25590 29600 29300 40200
Bitcoin (3,80%, 3,2) 88 390 102 000 100900 148 700

ES Normal subestimeazi cu 30-50%

O P(r < —30): Normal = ®(—3) =0,135% (1 zi/741); Student-t (?=4,5) ~ 0,58% (1 zi/172) — de
4.3x mai frecvent
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Studiu de caz: Selectia modelului — AIC/BIC

Criterii informationale (AIC = —2¢ + 2k; BIC = —2¢+ klInn)

Activ AAIC (Normal — Student-t) ABIC Castigator
S&P 500 > 200 > 190 Student-t
BRD > 150 > 140 Student-t
Bitcoin > 300 > 290 Student-t

[ AAIC > 10 = evident3 puternicd impotriva modelului Normal (Burnham & Anderson)
[J Student-t castigd decisiv pe toate pietele, desi are un parametru suplimentar (v)
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Studiu de caz: Concluzii

Lectii din analiza datelor reale

1. Kurtosis > 3 pe toate pietele = modelul Normal este inadecvat

2. Student-t oferd o prim3 aproximare, dar are cozi simetrice
3. Asimetria (mai ales pe S&P 500 si BRD) necesitd modele asimetrice

4. Volatilitatea clusterizata cere modele conditionale (GARCH)

Implicatii pentru managementul riscului

[0 ES Normal la 1% subestimeazd pierderea medie din coad3 cu 30-50% fatd de Student-t
[J VaR Normal subestimeazid cu ~15%, dar evenimentele de 30 apar de 4 x mai des
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Opriti-va si ganditi-va (auto-evaluare)

Verificare rapidd — Studiu de caz

1. Dintre cele 3 active (S&P 500, BRD, Bitcoin), care are cel mai mic ©? Ce implicatie are pentru VaR?

2. ES Normal subestimeazd cu 30-50%. Puteti explica de ce intr-o propozitie?

3. Un manager v3 intreab3: ,De ce s nu folosim pur si simplu VaR empiric?’ Ce argument aveti?

Raspunsuri

1. Bitcoin (# ~ 3,2); VaR Student-t este cu ~45% mai mare decat VaR Normal.

2. Normala subestimeazd masa din coada stanga; ES mediaz3 pierderile extreme, unde diferenta este
maxima.

3. Cu n= 2500, cuantila 0,1% foloseste doar 2—-3 observatii — prea putin pentru estimare fiabil.
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Exercitiu Al: Distributii si risc de coad3

Prompt de testat in ChatGPT / Claude / Copilot

“Descarcd datele zilnice pentru S&P 500 si Bitcoin din 2015 pana in 2025 folosind Python (yfinance).
Calculeaz3 log-randamentele. Ajusteazd pe fiecare serie o distributie normal3 si o distributie Student-t prin MLE.
Compard modelele folosind AIC/BIC, QQ-plot si histogram3 pe scar3 logaritmic3. Calculeazi VaR la 1% si
Expected Shortfall sub ambele modele. Estimeazi indicele de coadd Pareto cu estimatorul Hill.”

Exercitiu:

1. Al-ul calculeazi corect log-randamentele? Verificd: r. = In(P:/P:—1), nu (P — Pr—1)/Pi—1

2. Gradele de libertate ¥ estimate sunt plauzibile (# € [3, 8] pentru date zilnice)?

3. Formulele VaR si ES sunt corecte? Verifics: VaR{s, foloseste scald ajustatd s = o\/(v — 2)/v?
4. ntreab Al-ul: “Ce se intampl cu VaR dac3 v < 27" Mentioneaz3 varianta infinit3?

5. Hill plot-ul aratd o zon3 stabild? Ce valoare & obtine? Compara cu ¥ din Student-t

[0 Atentie: Al-ul confund3 adesea excess kurtosis (k — 3) cu kurtosis-ul total (k). Verificati mereu
definitia folosita.
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Intrebarea 1

Intrebare

[0 Evenimentul din 19 octombrie 1987 (S&P 500 —20,5%) corespunde unui eveniment de ~20c sub
ipoteza normal3d (o =~ 1%). Care este probabilitatea unui astfel de eveniment?

Variante de raspuns

[ (A) ~ 1072 (1 la 100)

@ (B) ~ 10 (practic imposibil pe orizontul uman)

[ (C) =~ 10~® (imposibil in durata de viat3 a universului)
[ (D) ~ 107° (o dat3 la un milion de zile)
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Tntrebarea 1: Rispuns

& Normal: o ~ 1%, deci —20,5% = 20,50. P = 2®(—20,5) ~ 10~ %,

[ Student-t (v = 5): scald ajustatd s = O'\/% = 0,775%; tsar = 20,5/0,775 = 26,5;
P(| Ts| > 26,5) ~ 10~% — tot extrem, dar 10%* x mai probabil decit sub normal3!

[J Si totusi s-a IntAmplat — demonstreaz3 inadecvarea distributiei normale.

[ Sub distributii stabile (a & 1,7), probabilitatea creste la ~ 1073.
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Intrebarea 2

Intrebare

[J O distributie Student-t cu v = 4 grade de libertate are:

Variante de raspuns

[ (A) Medie finitd, varianta finitd, kurtosis finit3

[0 (B) Medie finit3, variant3 finit3, kurtosis infinit3

[0 (C) Medie finitd, variantd infinitd, kurtosis infinita
[ (D) Medie infinitd, variant3 infinitd, kurtosis infinitd

Statistica Pietelor Financiare



Quiz

97

Tntrebarea 2: Rispuns

Raspuns: (B)
[J Pentru Student-t: media existd dacd v > 1, varianta dacd v > 2, kurtosis dacd v > 4.

[ Cu v = 4: media finitd (v'), varianta finitd (= v/(v —2) = 2, V'), dar kurtosis-ul nu exista
(formula 6/(v — 4) are un pol la v = 4; momentul de ordin 4 este infinit).
[0 (A) este gresit: momentul de ordin 4 nu existd la v = 4 exact.

[] Aceasta arat3d ca si distributiile cu variant3 finitd pot avea cozi foarte groase.
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Intrebarea 3: Rationament — Basel |1l si alegerea distributiei

Intrebare

[J O banca calculeaz3 capitalul de reglementare folosind ES la 2,5% sub distributia normala.
Autoritatile de supraveghere descoperd cd randamentele portofoliului au © = 4 (Student-t). Ce
consecint3 are acest lucru?

Variante de raspuns

[J (A) Capitalul este suficient — ES nu depinde de forma distributiei

[J (B) Capitalul este subestimat cu 30-50%, banca trebuie s& majoreze rezervele
[0 (C) Capitalul este supraestimat — Student-t prevede riscuri mai mici

(] (D) Nu se poate decide fard a cunoaste volatilitatea
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Tntrebarea 3: Rispuns

Raspuns: (B)

[J Student-t cu v = 4 are cozi mult mai groase decat normala: P(r < —30) este de ~4X mai mare.
[J ES sub Student-t este cu 30-50% mai mare decat sub normald (am demonstrat in studiul de caz).
[J (A) este gresit: ES depinde critic de forma cozilor, nu doar de o.

(] (D) este gresit: chiar si cu aceeasi o, Student-t d& ES mai mare datoritd cozilor.

[J Lectia: Alegerea distributiei nu este academicd — determina direct capitalul bancar.
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Exercitiul 1: Log-randamente si momente

[J Se dau preturile zilnice de Tnchidere:

t 0 1 2 3 4

P: 100 103 98 95 102

. Calculati log-randamentele r; = In(P:/P:—1) pentru t =1,...,4.

1
2. Calculati media, varianta, asimetria si kurtosis esantionului.

2
3. Aplicati testul Jarque-Bera: JB = ¢ (52 I @) Se respinge normalitatea la 5%7?
4

. Calculati log-randamentul total pe 4 perioade. Verificati aditivitatea temporal3.
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Exercitiul 2: Distributia normald si VaR

[ Un portofoliu de $5M are randamente zilnice ~ N(u, 0?) cu fi = 0,04% si 6 = 1,2%

. Calculati VaR zilnic la nivelurile 5%, 1% si 0,1%.
. Calculati Expected Shortfall la nivelul 1%.

. Un eveniment de —4% a avut loc. Ce probabilitate are sub ipoteza normal?

AW NN =

. Argumentati de ce VaR normal poate subestima riscul real.

VaRQ = —(,LL + z, - U), unde 20,05 — —1,645, 20,01 — —2,326, 20,001 — —3,090.
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Exercitiul 3: Student-t — Ajustare si comparatie

(] Pe datele de la Exercitiul 1, presupuneti cd MLE produce: distributia normald ¢ = 12,5, Student-t
(v=5)¢=148

Calculati AIC si BIC pentru ambele modele (kv = 2, k: = 3, n = 4).
Care model este preferat de AIC? Dar de BIC?

Calculati excesul de kurtosis (excess kurtosis) al distributiei Student-t cu v = 5.

IO

Explicati de ce Student-t capteazd mai bine cozile groase decat distributia normals.

Formule

O AIC=—-20+2k, BIC=-20+klinn, k=6/(v—4)pentrurv >4
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Exercitiul 4: Compararea VaR/ES — Normal, Student-t, Pareto

[J Un portofoliu de $10M are randamente zilnice cu & = 1,5%, p ~ 0. Estimatorul Hill pe coada stang3
dsa =35

1. Calculati VaR 1% sub: (a) Normal; (b) Student-t cu v = 5; (c) Pareto cu a = 3,5, x, = 0,01
2. Calculati ES 1% sub fiecare model. Indiciu: ESF2re® = =73 VaR, pentru a > 1

3. Completati tabelul si comentati diferentele:

Normal Student-t (v=5) Pareto («=35)

VaR 1% ? ? ?
ES 1% ? ? ?
ES/VaR ? ? ?
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Exercitiul 4: Rezolvare

Rezolvare

1. VaR 1% (o = 1,5%, W = $10M):
» Normal: VaR = 2,326 x 0,015 x 10M = $348.900
» Student-t (v=5): s = 0/3/5 = 1,162%; |t; '(0,01)| = 3,365;
VaR = 3,365 x 0,01162 x 10M = $390.800
» Pareto (@=3,5): VaR = x,, - */® = 0,01 x 0,01~%/35 = $461.600
2. ES 1%:
» Normal: ES = o ¢(2,326)/0,01 x W = $401.200
» Student-t: ES ~ 1,28 x VaR = $500.200 (formula exacta via functia g,)
» Pareto: ES = —=; VaR = g—g x 461.600 = $646.200
3. Raportul ES/VaR: Normal = 1,15; Student-t = 1,28; Pareto = 1,40. Cozi mai groase = ES dep3seste
VaR cu un procent mai mare — Pareto avertizeazd cel mai sever
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Criterii de evaluare — Exercitii si proiect

Grila de notare (aplicabild la examen si proiect)

Nivel Calcul Interpretare

9-10  Formule + calcule corecte, complete  Leaga de decizia de business

7-8 Formule corecte, erori minore Interpretare corectd, superficiald
5-6 Formula corectd, greseli de aplicare Repetd definitia fard context
<5 Formula gresitd sau lipsd Fard interpretare

Pondere evaluare

[J Examen scris: 70%  Proiect individual: 20%  Participare activd: 10%
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Laborator Python — Exercitii interactive

Lab 1: Ajustarea distributiilor (Y3)

Deschideti SFM_ch2_normal_distribution.ipynb

Descarcati date S&P 500 (2015-2025); calculati log-randamentele
Histogram3a + suprapunere normal3; testul Jarque—Bera

Ajustati Student-t (MLE). Comparati AIC cu modelul normal

=W N =

Q SFM_ch2_normal_distribution
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Exercitiul 1: Rezolvare

Rezolvare

1. Log-randamente: r; = In(103/100) = 0,0296, r» = In(98/103) = —0,0498, r3 = In(95/98) = —0,0311,
ra = In(102/95) = 0,0713

2. 7= (0,0296 — 0,0498 — 0,0311 + 0,0713)/4 = 0,0050; s> = % S2(ri — F)* = 0,00253; s = 0,0503.
Asimetrie: S &~ 0,56; Kurtosis: K ~ 1,72

3. JB = #(0,56° + (1,72 — 3)*/4) = 0,48. Cu x3(0,05) =5,99: 0,48 < 5,99 = nu respingem
normalitatea (esantion prea mic!)

4. ro.a = In(102/100) = 0,0198 = 1 + r» + r3 4 ra = 0,0198 v/
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Exercitiul 2: Rezolvare

Rezolvare

1. VaRa = — (i + 2a0) x W, cu p = 0,0004, o = 0,012, W = $5M:

» VaR 5%: 0,01934 x 5M = $96.680; VaR 1%: $137.560; VaR 0,1%: $183.400
2. ESi, =0 - $(—2,326)/0,01 = 0,03198 = $159.900
3. P(r < —0,04) = &(—3,37) ~ 0,038% (1 zi in ~2.600)

4. Empiric, evenimentele > 30 apar mult mai frecvent = VaR normal subestimeaz3a riscul
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Exercitiul 3: Rezolvare

1. Cuby =125, 0, =148, ky =2, ke = 3, n = 4:
» Normal: AIC = —21,0; BIC = —22,23.  Student-t: AIC = —23,6; BIC = —25,44

2. Student-t castigd pe ambele criterii (AIC: —23,6 < —21,0; BIC: —25,44 < —22,23). Nota: cu n = 4,
In4 = 1,39 < 2, deci BIC penalizeazi mai putin ca AIC — situatie atipic3, specificd esantioanelor
foarte mici

3. Exces de kurtosis: kK =6/(v —4) =6/(5 — 4) = 6. Kurtosis totald: 3+6 =29

2 .
4. PDF-ul Student-t scade ca |x|~“*V) (lege putere) vs. e * /2 pentru normal3. Deciderea mai lent3
alocd mai multd probabilitate in cozi
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Distributii si estimare
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[J Merton, R. (1976). Option Pricing When Underlying Stock Returns Are Discontinuous. J. of
Financial Economics, 3, 125-144.

[0 Barndorff-Nielsen, O. & Shephard, N. (2001). Non-Gaussian Ornstein—Uhlenbeck-Based Models.
JRSS B, 63(2), 167-241.
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Bibliografie 11l

Testare si selectie de modele
[0 Vuong, Q. H. (1989). Likelihood Ratio Tests for Model Selection and Non-Nested Hypotheses.
Econometrica, 57(2), 307-333.

[J Fissler, T. & Ziegel, J. F. (2016). Higher Order Elicitability and Osband’s Principle. Annals of
Statistics, 44(4), 1680-1707.

Resurse online si cod

[J Quantlet: https://quantlet.com > Platforma de cod pentru metode cantitative
[J Quantinar: https://quantinar.com > Platform3 de invitare pentru metode cantitative

] GitHub SFM: https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02 > Cod
Python capitol 2
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Bibliografie IV

Referinte recente (2020-2025)

[ Kelly, B, Jiang, H. & Pruitt, S. (2022). Tail Risk and Asset Prices. Rev. Fin. Studies, 35(5),
2254-2295.

[J Bollerslev, T. & Todorov, V. (2023). The Jump Tails of Asset Returns. Econometrica
(forthcoming).

[0 Aas, K. et al. (2009). Pair-Copula Constructions of Multiple Dependence. IME, 44(2), 182-198.

[J Taylor, J.W. (2019). Forecasting VaR and ES Using the Asymmetric Laplace Distribution. JBES,
37(1), 121-133.

Evenimente recente relevante

[J Covid-19 (mar. 2020): S&P 500 —12% intr-o zi; al 3-lea cel mai grav eveniment din istorie
[ FTX/crypto (nov. 2022): Prabusire de —65% in 48h; cozi groase extreme

[ SVB (mar. 2023): Contagiune bancar3; risc de coada in sectorul financiar

[J Lectia: Modelele cu cozi groase sunt esentiale, nu optionale
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Idei esentiale — Ce trebuie sa retineti din acest capitol

5 lectii fundamentale

1.
2.

IR

Pregatire pentru capitolele urm3atoare

Distributia normal3 subestimeaza sistematic riscul de coad3

Student-t (¥ € [3,8]) capteazi cozile groase cu un singur parametru suplimentar; castigd decisiv pe
AIC/BIC

Pareto si legile de putere unificd teoria cozilor: o conecteazd Student-t, distributiile stabile si EVT
ES este mai informativ decat VaR — Normal subestimeazad ES cu 30-50%

Alegerea distributiei determina direct capitalul de reglementare: Basel |l FRTB (2023) impune ES
2,5%

[J Cap. 3: Distributii stabile, skew-t, GED — asimetrie si cozi mai groase
[ Cap. 4: Teoria Valorilor Extreme (EVT) — Pareto generalizat3, praguri
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Lecturd recomandata pe nivele

[ McNeil et al. (2015), Cap. 2.1-2.2; Cont (2001), §1-3; exercitiile 1-3 din curs

— Lectura suplimentar3

[0 + McNeil et al. (2015), Cap. 2.3-2.4 (MLE, selectia modelului); Fama (1965); exercitiul 4 si studiul de
caz complet

— Lecturd avansatd

[0 + Nolan (2020), Cap. 1; Mandelbrot (1963); Kelly et al. (2022); slide-urile Wasserstein si masuri
robuste
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Frontiere: Machine Learning si distributiile financiare

Retele neuronale pentru estimarea densitatii

[0 Normalizing Flows (Rezende & Mohamed, 2015): transformari invertibile fy care mapeaz3d N(0,1)
intr-o distributie complex3; capteaza asimetrie si cozi groase

[0 Mixture Density Networks (Bishop, 1994): reteaua produce parametrii (pik, ok, k) unei mixturi
conditionale — generalizare a Student-t

[ DeepVaR / DeepES: estimarea cuantilelor conditionale via quantile regression neuronald (Taylor, 2019)

Conexiune cu acest capitol

[J Distributiile clasice raman benchmark-uri indispensabile; ML le generalizeaza

[ Un Normalizing Flow antrenat pe date financiare redescoperd automat cozile groase

[J Provocare: interpretabilitate — 2 = 4,5 e mai usor de explicat unui regulator decat 50 de straturi
neuronale
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Bilet de iesire (Exit Ticket) (1 minut)

Completati inainte de a pleca (anonim, pe hartie sau online)

1. Un lucru clar: Ce concept din cursul de azi ati inteles cel mai bine?
2. Un lucru neclar: Ce concept necesitd mai mult3 clarificare?

3. O intrebare: Ce intrebare ati dori sd explorati mai departe?

De ce facem acest exercitiu?

[ Raspunsurile anonime ajusteazi continutul urmatorului curs

[0 Cercetarile arat3 ca reflectia imediat dupa curs creste retentia cu 20-40% (Roediger & Butler, 2011)
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V3 Multumim!
Intreb3ri?

Materialele cursului sunt disponibile la: https://danpele.github.io/SFM/

Q Quantlet @ Quantinar
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