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Obiective de înv t,are

La sfârs, itul acestui curs, vet, i � capabili s :

1. Explicat
,
i de ce alegerea distribut, iei afecteaz  estimarea riscului �nanciar

2. Calculat
,
i log-randamente s, i interpretat, i propriet t, ile lor statistice

3. Aplicat
,
i teste de normalitate s, i interpretat, i rezultatele

4. Identi�cat
,
i faptele stilizate ale randamentelor �nanciare

5. Ajustat
,
i distribut, ia Student-t s, i comparat, i cu distribut, ia normal 

6. Aplicat
,
i distribut, ia Pareto s, i estimatorul Hill pentru analiza cozilor grele
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Ghid de studiu � Cum s  folosit, i materialele

Înainte de curs (pre-reading)

⊡ McNeil et al. (2015), Cap. 2.1�2.2 (20 pag.)
⊡ Cont (2001), Sect, iunile 1�3 (8 pag.)
⊡ Opt, ional: Mandelbrot (1963), primele 10 pag.

Dup  curs (review)

⊡ Refacet, i exercit, iile din slide-uri f r  a privi
rezolv rile

⊡ Rulat, i cel put, in 2 notebook-uri Quantlet
⊡ Completat, i testele gril  din seminar ca

auto-evaluare

Resurse digitale

⊡ Slide-uri + cod: https://danpele.github.io/SFM/
⊡ Quantlet-uri interactive: https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02
⊡ Forum de discut

,
ii: Platforma e-learning ASE
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Cuprins

⊡ Introducere � De ce conteaz  distribut, iile

⊡ De la pret,uri la log-randamente

⊡ Distribut, ia normal 

⊡ Fapte stilizate ale randamentelor �nanciare

⊡ Distribut, ia Student-t

⊡ Distribut, ia Pareto

⊡ Studiu de caz

⊡ Quiz & Exercit, ii de examen
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Introducere � De ce conteaz  distribut, iile 5

De ce conteaz  alegerea distribut, iei? (ext. Cap. 1)

⊡ Dac  presupunem o distribut, ie gres, it , subestim m probabilitatea pierderilor extreme

⊡ Exemplu: 19 octombrie 1987 � S&P 500 a sc zut cu 20,5% într-o singur  zi
▶ Sub ipoteza normal  (σ ≈ 1%): un eveniment de ∼20σ cu probabilitate ≈ 10−89

▶ S, i totus, i s-a întâmplat � distribut, ia normal  este inadecvat  pentru evenimente extreme

⊡ B ncile s, i autorit t, ile de reglementare trebuie s  cuanti�ce �cât de r u poate �?�

⊡ Acest lucru necesit  modele distribut
,
ionale precise

Idee cheie

⊡ Alegerea distribut, iei de probabilitate determin  direct cât capital trebuie s  det, in  o banc  pentru
acoperirea pierderilor potent, iale

Statistica Piet,elor Financiare



Introducere � De ce conteaz  distribut, iile 6

Problema alegerii distribut, iei

⊡ Anticipare: Mai târziu vom de�ni formal Value-at-Risk (VaR), o m sur  cheie de risc care depinde
complet de ipoteza distribut, ional 

⊡ Candidat, ii pe care îi vom studia:
▶ Normal  � referint,a clasic  (cozi subt, iri)
▶ Student-t � cozi mai groase, momente superioare �nite
▶ Stabil  � cele mai groase cozi, variant,  in�nit  (in�nite variance) posibil 
▶ EVT � modeleaz  doar cozile, agnostic  fat,  de centru

⊡ Fiecare model implic  un r spuns diferit la �cât de r u poate �?�

Model Tip coad  Kurtosis Parametri

Normal Exponent, ial  3 2
Student-t Lege putere > 3 3
Stabil  Lege putere ∞ 4
GPD (EVT) Flexibil  � 2
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Introducere � De ce conteaz  distribut, iile 7

Structura capitolului

Fundamente

1. De la pret,uri la log-randamente

2. Distribut, ia normal  (referint, )

3. Fapte stilizate ale randamentelor

4. Distribut, ia Student-t

Modele de coad  s, i aplicat, ii

5. Distribut, ia Pareto (legea de putere)

6. Studiu de caz (S&P 500, BRD, Bitcoin)

7. Quiz & Exercit, ii de examen
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Introducere � De ce conteaz  distribut, iile 8

Alegerea distribut, iei s, i evaluarea instrumentelor �nanciare derivate

⊡ Black�Scholes presupune log-normalitate ⇒ volatilitate implicit  constant 

⊡ Deviat, iile empirice produc zâmbetul/asimetria volatilit t
,
ii (volatility smile/skew)

⊡ Optimizarea portofoliului sub randamente non-Gaussiene: medie-variant,  este suboptimal 

⊡ Context de reglementare: Basel II → Basel III/IV
▶ Basel II: VaR 1% cu ipotez  normal 
▶ Basel III/IV (FRTB, 2023): trecerea de la VaR 1% la ES 2,5%

Observat, ie 1

⊡ Întregul cadru Basel de capital de reglementare se bazeaz  pe ipoteze distribut, ionale

⊡ Subestimarea riscului de coad  ⇒ capital insu�cient ⇒ fragilitate sistemic 
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Introducere � De ce conteaz  distribut, iile 9

S&P 500: cum arat  lumea real 

10
3

S&
P 

50
0 

(lo
g 

sc
al

e)

S&P 500: Prices and daily returns (1985 2025)
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SFM_ch2_stylized_facts
⊡ Crahurile (|rt | > 3σ) apar mult mai frecvent decât prevede distribut, ia normal 

⊡ Randamentele extreme se clusterizeaz ; avem nevoie de modele cu cozi groase (heavy tails)
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Introducere � De ce conteaz  distribut, iile 10

Distribut, ia normal  vs. realitate � Vizualizare s, i exemplu (ext. Cap. 1)

Black Monday � 19 oct. 1987

S&P 500 a sc zut cu 20,5% într-o singur  zi.

⊡ Sub ipoteza normal  (σ ≈ 1%): un eveniment de ∼20σ cu P ≈ 10−89

⊡ Sub Student-t (ν=4): P ≈ 10−5 � de 1084× mai plauzibil

Timpul de revenire

⊡ T = 1
252×10−89 ≈ 4× 1086 ani; vârsta universului: ≈ 1,4× 1010 ani

⊡ ⇒ ∼ 1076 vârste ale universului!
⊡ Alegerea distribut, iei nu este un detaliu tehnic � este o decizie de business

SFM_ch2_normal_distribution
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Introducere � De ce conteaz  distribut, iile 11

Distribut, ia normal  vs. realitate � Gra�c
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SFM_ch2_normal_distribution

Statistica Piet,elor Financiare

https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02/SFM_ch2_normal_distribution


De la pret,uri la log-randamente 12

Recapitulare din Cap. 1: Log-randamente

De�nit, ie (v. Cap. 1)

⊡ rt = ln(Pt/Pt−1) � aditive în timp, simetrice, nem rginite inferior

⊡ Randament simplu: Rt = (Pt − Pt−1)/Pt−1; relat, ie: rt = ln(1+ Rt)

De ce conteaz  pentru acest capitol?

⊡ Aditivitatea r[0,T ] =
∑

rt permite aplicarea TLC s, i a teoriei distribut, iilor

⊡ Întrebarea central : ce distribut
,
ie urmeaz  rt? Normal ? Student-t? Pareto?

⊡ Convent, ie: rt denot  log-randamentul pe tot parcursul capitolului
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De la pret,uri la log-randamente 13

Limita în timp continuu

⊡ Mis,carea Brownian  geometric : dS/S = µ dt + σ dW
⊡ Prin lema lui Itô: d lnS = (µ− σ2/2) dt + σ dW
⊡ Inegalitatea lui Jensen: E[ln(PT/P0)] ̸= ln(E[PT/P0])

▶ Randamentul mediu aritmetic dep s,es,te randamentul mediu geometric
▶ Diferent,a ≈ σ2/2 (�pierderea din volatilitate (volatility drag)�)

⊡ Log-randamente: aditive în timp; randamente simple: aditive pe active
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SFM_ch2_distribution_comparison
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De la pret,uri la log-randamente 14

Pierderea din volatilitate (Volatility Drag) � Demonstrat, ie

Exercit, iu mental

⊡ Portofoliul t u cres,te cu 50% azi s, i scade cu 50% mâine
⊡ Randamentul mediu aritmetic: (+50%− 50%)/2 = 0%. Dar banii reali?
⊡ 100$ → 150$ → 75$. Ai pierdut 25%!

De ce log-randamentele spun adev rul

⊡ r1 = ln(1,5) = +40,5%, r2 = ln(0,5) = −69,3%
⊡ Suma: r1 + r2 = −28,8% = ln(0,75) ✓ (aditivitatea funct, ioneaz !)
⊡ Randamentul simplu nu este aditiv: (+50%) + (−50%) ̸= ln(0,75)
⊡ Regula: E[rand. geometric] ≈ E[rand. aritmetic]− σ2/2; volatilitate mare ⇒ pierdere real  mai sever 
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De la pret,uri la log-randamente 15

Reprezentarea semimartingal  (opt
,
ional)

⊡ Procesele de pret, modelate ca semimartingale: St = S0 + At +Mt

⊡ Lema lui Itô pentru semimartingale cu salturi:

d lnSt =
dSt

St−
− 1

2
d [S ,S ]ct
S2
t−

+
∑
s≤t

(
ln

Ss

Ss−
− ∆Ss

Ss−

)
⊡ Variat, ia cuadratic  s, i volatilitatea realizat :

[X ,X ]t = lim
∥Π∥→0

∑
i

(Xti+1 − Xti )
2

⊡ Procese de pret, discontinue: salturi s, i descompunerea Lévy�Itô
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De la pret,uri la log-randamente 16

Exemplu numeric: Calculul log-randamentelor

Exercit, iu

Pret,uri: P0=100, P1=103, P2=101, P3=105, P4=102. Calculat, i log-randamentele, media s, i variant,a.

Rezolvare

t Pt Rt rt rt − r̄ (rt − r̄)2

1 103 +3,00% +2,96% 2,46% 0,0605%
2 101 −1,94% −1,96% −2,46% 0,0605%
3 105 +3,96% +3,88% 3,38% 0,1143%
4 102 −2,86% −2,90% −3,40% 0,1153%

r̄ = 0,495% s2 =
∑

(rt−r̄)2

3
= 0,1169%

⊡ Aditivitate: r[0,4] = ln(102/100) = 1,98% =
∑4

t=1 rt ✓
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Distribut, ia normal  17

�Print,ul matematicienilor�

Carl Friedrich Gauss

(1777�1855)

De la stele la Wall Street

⊡ A derivat curba normal  în 1809 pentru erorile astronomice
⊡ Ideea: erorile sunt suma multor perturbat, ii mici s, i independente
⊡ Apare pe bancnota de 10 DM � singura distribut, ie de pe o bancnot !

Avertismentul

⊡ Gauss a demonstrat-o pentru erori de m surare, nu pentru piet,e
�nanciare

⊡ Wall Street a adoptat-o oricum � consecint,ele le vom vedea în acest
capitol
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Distribut, ia normal  18

Singura distribut, ie de pe o bancnot 

⊡ 10 Deutsche Mark (seria IV, 1993�2001): Gauss + curba normal  cu formula f (x) = 1

σ
√
2π

e−
(x−µ)2

2σ2

⊡ Pe verso: sextantul lui Gauss s, i ret,eaua de triangulat, ie geodezic  a Germaniei
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Distribut, ia normal  19

Distribut, ia normal  � De�nit, ie s, i propriet t, i

De�nit, ie 1 (Distribut, ia normal )

X ∼ N(µ, σ2) dac :

f (x) =
1

σ
√
2π

exp

(
− (x − µ)2

2σ2

)
, x ∈ R.

Momente

⊡ E[X ] = µ, Var(X ) = σ2

⊡ Asimetrie = 0

⊡ Kurtosis = 3 (exces de kurtosis = 0)

Propriet t, i cheie

⊡ Simetric  fat,  de µ

⊡ Regula 68�95�99,7

⊡ Cozile scad ca e−x2/2
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Distribut, ia normal  20

Distribut, ia normal  � Gra�cul densit t, ii
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SFM_ch2_normal_distribution

⊡ Clopotul lui Gauss: form  simetric , unimodal , maxim  în x = µ
⊡ Parametrii µ s, i σ2 controleaz  pozit

,
ia s, i dispersia

⊡ Cozile scad exponent
,
ial: f (x) ∼ e−x2/2 � subestimeaz  evenimentele extreme
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Distribut, ia normal  21

Cuantile normale s, i conexiunea cu VaR

⊡ Cuantile: Cuantila de ordin α a N(µ, σ2) este:

qα = µ+ σΦ−1(α)

⊡ Aceasta va � utilizat  pentru a de�ni Value-at-Risk

⊡ Cuantile cheie: Φ−1(0,01) = −2,326, Φ−1(0,05) = −1,645

Observat, ie 2

⊡ TLC (v. Cap. 1): (X̄n − µ)/(σ/
√
n)

d−→ N(0, 1) dac  σ2 < ∞
⊡ Stabilitate: X + Y ∼ N(µ1 + µ2, σ

2
1 + σ22)

⊡ Întrebarea cheie: ce se întâmpl  dac  σ2 = ∞? ⇒ limite stabile, nu normale
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Distribut, ia normal  22

Ilustrarea TLC

SFM_ch2_normal_distribution

⊡ Pe m sur  ce n cres,te, X̄n se apropie de normalitate
⊡ Limitare: TLC necesit  variant,  �nit  � ce se întâmpl  dac  σ2 = ∞?
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Distribut, ia normal  23

Ajustarea normal  pe randamentele S&P 500

SFM_ch2_normal_distribution

⊡ PDF-ul distribut, iei normale se potrives,te rezonabil în centru, dar rateaz  cozile
⊡ Histograma are mai mult  mas  în cozi decât prevede distribut, ia normal 
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Distribut, ia normal  24

Testul Jarque�Bera

⊡ Entropie maxim : Dintre toate distribut, iile cu (µ, σ2) date, distribut, ia normal  maximizeaz  entropia
Shannon H = −

∫
f ln f dx

Ipoteze

H0: S = 0 s, i K = 3 (datele provin dintr-o distribut, ie normal )
H1: S ̸= 0 sau K ̸= 3 (abatere de la normalitate)

Statistica de test

JB =
n

6

(
S2 +

(K − 3)2

4

)
d−→ χ2(2)

⊡ S = 1
n

∑( xi−x̄
s

)3 (asimetrie), K = 1
n

∑( xi−x̄
s

)4 (kurtosis)
⊡ Respingem H0 dac  JB > χ2

2; 1−α. Pentru α = 5%: χ2
2; 0,95 = 5,99
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Distribut, ia normal  25

Testul Shapiro�Wilk

Testul Shapiro�Wilk (1965)

H0: datele provin dintr-o distribut, ie normal  vs. H1: non-normalitate

W =

(∑n
i=1 ai x(i)

)2∑n
i=1(xi − x̄)2

, W ∈ (0, 1]

⊡ x(i) = statisticile de ordine (order statistics) ale es,antionului

⊡ ai = coe�cient, i tabelat, i, depind de n

⊡ Respingem H0 dac  W este prea mic (aproape de 0)

⊡ Cel mai puternic test pentru es,antioane mici (n < 50)
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Distribut, ia normal  26

Testele Anderson�Darling s, i Kolmogorov�Smirnov

Testul Anderson�Darling (1954)

H0: F = F0 vs. H1: F ̸= F0

A2 = −n − 1
n

n∑
i=1

(2i − 1)
[
lnF0(x(i)) + ln(1− F0(x(n+1−i)))

]

⊡ Ponderat pe cozi: mai sensibil la devieri în extremele distribut, iei decât KS

Testul Kolmogorov�Smirnov (1933)

⊡ H0: F = F0 vs. H1: F ̸= F0 Dn = sup
x

|Fn(x)− F0(x)|

⊡ Non-parametric; mai put, in sensibil la cozi decât AD
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Distribut, ia normal  27

Teste de normalitate � Vizualizare

SFM_ch2_normal_distribution

⊡ Rezultatele testelor pe randamentele S&P 500 resping masiv ipoteza de normalitate

⊡ Testul JB: p-value ≈ 0 (asimetrie s, i kurtosis diferite de valorile normale)
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Distribut, ia normal  28

Teste de normalitate � Rezultate empirice (S&P 500)

Test Statistica p-value Decizia

Jarque�Bera > 1000 < 0,001 Respingem H0

Shapiro�Wilk < 0,99 < 0,001 Respingem H0

Anderson�Darling > 10 < 0,001 Respingem H0

Kolmogorov�Smirnov > 0,05 < 0,001 Respingem H0

Concluzie

⊡ Normalitatea este respins  covârs
,
itor pentru randamentele �nanciare zilnice

⊡ Distribut, ia normal  subestimeaz  sistematic riscul de coad 
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Distribut, ia normal  29

Marginile Berry�Esseen s, i ratele de convergent,  (ext. Cap. 1)

Teorem  1 (Berry�Esseen)

Dac  X1,X2, . . . sunt i.i.d. cu E[Xi ] = 0, E[X 2
i ] = σ2, E[|Xi |3] = ρ < ∞, atunci:

sup
x

|Fn(x)− Φ(x)| ≤ C ρ

σ3
√
n

unde C ≤ 0,4748 (Shevtsova, 2011).

⊡ Rata de convergent, : O(n−1/2) � lent  pentru date cu cozi groase

⊡ Expansiunile Edgeworth ra�neaz  aproximarea TLC pentru n �nit

⊡ Distribut
,
ia normal  ca distribut

,
ie stabil : N(µ, σ2) = S(2, 0, σ/

√
2, µ) � membrul α = 2 al familiei

stabile

⊡ Când E[X 2
i ] = ∞: TLC es,ueaz , dar TLC Generalizat  d  limite stabile

Statistica Piet,elor Financiare



Distribut, ia normal  30

Regimul pre-asimptotic � De ce TLC nu ne salveaz 

Conexiunea Berry-Esseen ↔ Gaussianitate agregat 

⊡ TLC ne promite convergent,a spre normalitate pe m sur  ce agreg m
⊡ Dar Berry-Esseen arat  c  viteza depinde de ρ/σ3 (momentul de ordin 3)
⊡ Randamentele �nanciare au ρ/σ3 foarte mare (cozi groase) ⇒ convergent,a este dureros de lent 

Implicat, ie practic 

⊡ Dac  randamentele ar avea cozi subt, iri, 22 de zile (o lun ) ar � su�ciente pentru normalitate perfect 
⊡ Din cauza cozilor groase, nici m car agregatele anuale nu sunt perfect Gaussiene
⊡ Concluzie (Taleb): în �nant,e, tr im permanent în regimul pre-asimptotic � TLC este o promisiune pe

care datele noastre nu o pot onora
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Distribut, ia normal  31

Exemplu: Probabilitatea unei pierderi mari sub distribut, ia normal 

Exercit, iu

Un portofoliu are σ = 1,5% zilnic. Sub ipoteza normal  cu µ = 0, calculat, i P(pierdere > 3σ). Câte zile
pe an se as,teapt  o astfel de pierdere? Comparat, i cu frecvent,a empiric .

Rezolvare
P(r < −3σ) = Φ(−3) = 0,00135 (0,135%). Cu 252 zile/an: 252× 0,00135 = 0,34 zile/an (o dat  la ∼3
ani).

Realitatea empiric 

⊡ S&P 500 (1990�2023): pierderi > 4,5% apar ≈ 0,7 ori/an � 2× mai frecvent decât sub distribut, ia
normal 

⊡ Pierderi > 5σ: distribut, ia normal  prevede 1 eveniment la 13.932 ani; empiric, apare la decenii

⊡ Concluzie: Distribut, ia normal  subestimeaz  dramatic riscul de coad 
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Oprit, i-v  s, i gândit, i-v  (auto-evaluare)

Veri�care rapid  � Distribut, ia normal 

1. Testul Jarque�Bera respinge normalitatea pe S&P 500. Ce anume m soar : media s, i variant,a, sau
asimetria s, i kurtosis-ul?

2. Un portofoliu cu σ = 1,5% sufer  o pierdere de −6% într-o zi. Sub distribut, ia normal , câte abateri
standard reprezint ? Este plauzibil?

3. Dac  TLC ne spune c  sumele converg la normal , de ce randamentele lunare tot nu sunt perfect
Gaussiene?

R spunsuri

1. JB testeaz  S = 0 s, i K = 3; nu depinde de µ sau σ.
2. −6%/1,5% = 4σ; sub normal : P ≈ 0,003% (1 zi/31.574). Empiric, apare la cât, iva ani.
3. Convergent,a TLC este lent  când cozile sunt groase (Berry�Esseen: O(n−1/2) cu constant  mare).
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Distribut, ia normal  33

De la distribut, ia normal  la realitate � Ce urmeaz ?

Am stabilit: distribut, ia normal  este inadecvat 

⊡ Testele (JB, SW, AD, KS) resping covârs
,
itor normalitatea pe S&P 500

⊡ Pierderi > 3σ apar de ∼4× mai frecvent decât prevede normala
⊡ Dar cum arat  abaterile? Sunt sistematice sau idiosincratice?

Urm torul pas: faptele stilizate

⊡ Vom documenta regularit t
,
ile universale ale randamentelor �nanciare

⊡ Aceste fapte stilizate sunt criteriile pe care orice model alternativ trebuie s  le îndeplineasc 
⊡ Taxonomia Cont (2001): 11 fapte stilizate observate pe sute de active, piet,e s, i perioade
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Omul care a spart curba clopot,elului

Benoît Mandelbrot

(1924�2010)

De la bumbac la fractali

⊡ 1963: pret,urile bumbacului au variat, ii mult prea mari pentru normal 
⊡ Propune distribut, iile stabile Lévy (α < 2) � cozi groase, variant, 

in�nit 
⊡ Inventatorul geometriei fractale; auto-similaritate la orice scar 
⊡ �Piet

,
ele sunt mai riscante decât cred oamenii�

Mos,tenirea

⊡ Ignorat 40 de ani de Wall Street, care a preferat modelul Gaussian
⊡ Criza din 2008 i-a dat dreptate � modelele cu cozi subt, iri au es,uat

spectaculos
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Cozi groase s, i exces de kurtosis (ext. Cap. 1)

⊡ Kurtosis: κ = E[(X − µ)4]/σ4; exces de kurtosis: κe = κ− 3

⊡ Distribut, ia normal : κe = 0

⊡ Kurtosis tipic  pentru act, iuni zilnice: κ ∈ [5, 50], deci κe ≫ 0

⊡ Interpretare: Randamentele extreme apar mult mai frecvent decât prevede distribut, ia normal 

Activ Asimetrie Exces de kurtosis

S&P 500 (zilnic) −0,3 ≈ 10
FTSE 100 (zilnic) −0,2 ≈ 8
USD/EUR (zilnic) −0,1 ≈ 5
Bitcoin (zilnic) −0,5 ≈ 15
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Asimetrie negativ  s, i clusterizarea volatilit t, ii

Asimetrie negativ 

⊡ Coada stâng  mai grea decât cea dreapt 

⊡ Mai pronunt,at  pentru indici de act, iuni

⊡ Pr bus, irile sunt mai abrupte decât raliul

⊡ Asimetrie S = E[(X − µ)3]/σ3 < 0

Clusterizarea volatilit t, ii

⊡ �Variat, ii mari urmate de variat, ii mari�
(Mandelbrot, 1963)

⊡ Corr(|rt |, |rt+k |) > 0 pentru k mare

⊡ Randamentele sunt necorelate dar nu
independente

⊡ Corr(rt , rt+k) ≈ 0 dar Corr(r2t , r
2
t+k) > 0

Implicat, ie

⊡ O singur  distribut, ie i.i.d. nu poate surprinde clusterizarea volatilit t, ii

⊡ Avem nevoie de modele cu variant,  variabil  în timp (GARCH, v. capitolele urm toare)
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Gaussianitate agregat 

⊡ Observat
,
ie cheie: Pe m sur  ce orizontul de det, inere cres,te, distribut, ia randamentelor devine mai

Gaussian 

⊡ Randamente zilnice: kurtosis ridicat , cozi groase

⊡ Randamente s pt mânale: kurtosis moderat 

⊡ Randamente lunare: mai aproape de distribut, ia normal 

⊡ Mecanism: Efect similar TLC � randamentul lunar =
∑

din ∼22 randamente zilnice

Frecvent
,
  Exces de kurtosis JB p-value

Zilnic  ≈ 10 < 0,001
S pt mânal  ≈ 4 < 0,001
Lunar  ≈ 1,5 ≈ 0,05
Trimestrial  ≈ 0,5 ≈ 0,3
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Rezumatul faptelor stilizate

1. Cozi groase: κe ≫ 0 � evenimente extreme mai frecvente decât sub normal 

2. Asimetrie negativ : Coada stâng  mai grea (act, iuni)

3. Clusterizarea volatilit t
,
ii: Perioade de volatilitate mare/mic  persist 

4. Gaussianitate agregat : Kurtosis scade cu orizontul

5. Absent
,
a autocorelat

,
iei randamentelor: Corr(rt , rt+k) ≈ 0 pentru k ≥ 1

6. Autocorelat
,
ia randamentelor p trate: Corr(r2t , r

2
t+k) > 0

Provocarea

⊡ Orice model adecvat pentru randamentele �nanciare trebuie s  reproduc  aceste fapte stilizate

⊡ Distribut, ia normal  es,ueaz  la punctele 1, 2 s, i 3
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Efectul de levier s, i memoria lung 

Efectul de levier

⊡ Randamentele negative cresc volatilitatea
viitoare mai mult decât randamentele pozitive
de aceeas, i magnitudine

⊡ R spuns asimetric: Corr(rt , σ2t+1) < 0

⊡ Denumit dup  Black (1976): sc derea pret,ului
⇒ levier mai mare ⇒ risc mai mare

⊡ Capturat de GJR-GARCH, EGARCH

Memoria lung  în volatilitate

⊡ Corr(|rt |, |rt+k |) scade lent (hiperbolic, nu
exponent, ial)

⊡ Exponentul Hurst H > 0,5 pentru |rt |
⊡ GARCH standard: descres,tere exponent, ial 

⊡ Modelele FIGARCH, HAR surprind memoria
lung 
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Asimetria câs,tig/pierdere

⊡ Asimetria câs
,
tig/pierdere: Pret,urile act, iunilor scad mai repede decât cresc

⊡ Sc derile mari au loc în zile; recuperarea dureaz  luni sau ani

⊡ Aceast  asimetrie este distinct  de asimetria distribut, iei � prives,te dinamica, nu distribut, ia marginal 

⊡ Efect volumetric: Volumul de tranzact, ionare cres,te în episoadele de volatilitate mare
▶ Corelat, ie pozitiv  între |rt | s, i volumul zilnic
▶ Ampli�cat  de margin calls s, i vânz ri fort,ate
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Taxonomia Cont (2001) � Fapte stilizate 1�6 (ext. Cap. 1)

1. Absent
,
a autocorelat

,
iei: Corr(rt , rt+τ ) ≈ 0, τ ≥ 1

▶ E�cient,  informat, ional ; except, ie: intra-zilnic (bid-ask bounce)
2. Cozi groase: κe ≫ 0; evenimente > 3σ mult mai frecvente decât sub normal 

▶ Stabil între piet,e: κe ∈ [5, 50] pentru act, iuni zilnice
3. Gaussianitate agregat : kurtosis scade cu orizontul temporal

▶ Randamente lunare mai apropiate de normal ; mecanism: efect TLC
4. Clusterizarea volatilit t

,
ii: Corr(|rt |, |rt+τ |) > 0 persistent

▶ �Variat, ii mari urmate de variat, ii mari� (Mandelbrot, 1963)
▶ Modele: GARCH, volatilitate stochastic 

5. Efectul de levier: Corr(rt , σ2t+1) < 0 (Black, 1976)
▶ Sc deri ⇒ levier ↑ ⇒ volatilitate ↑; modele: GJR-GARCH, EGARCH

6. Corelat
,
ie volum-volatilitate: Corr(Vt , |rt |) > 0

▶ Zilele volatile au volume mai mari; ampli�cat de margin calls
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Taxonomia Cont (2001) � Fapte stilizate 7�11 (ext. Cap. 1)

7. Asimetrie: randamente negative mai extreme decât cele pozitive
▶ Speci�c act, iunilor (S ∈ [−0,5,−0,1]); FX poate � simetric

8. Asimetrie câs
,
tig/pierdere: sc derile mari � rapide; recuper rile � lente

▶ Prives,te dinamica, nu forma static  a distribut, iei
9. Invariant

,
  de scar : pattern-uri similare la scale temporale diferite

▶ Gra�cele la 5 min, 1 or , 1 zi au aceeas, i �textur � (structur  fractal )
10. Memoria lung  a volatilit t

,
ii: Corr(|rt |, |rt+τ |) ∝ τ2H−2, H > 0,5

▶ Descres,tere hiperbolic , nu exponent, ial 
▶ Modele: FIGARCH, HAR (Corsi, 2009)

11. Descres
,
tere lent  a autocorelat

,
iei |rt |

▶ GARCH standard prezice descres,tere exponent, ial  � insu�cient 
▶ Necesit  modele cu memorie lung  sau componente multiple

⊡ Modele multifractale (Mandelbrot et al., 1997): E[|rt |q] ∝ ∆tζ(q) cu ζ(q) concav
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De ce apar faptele stilizate? � Microstructura piet,ei

Cozile groase � mecanisme de feedback pozitiv

⊡ Într-o criz , sc derea pret,ului declans,eaz  apeluri în marj  (margin calls)
⊡ Investitorii sunt fort,at, i s  vând  ⇒ pret,ul scade mai mult ⇒ noi margin calls
⊡ Ordinele automate stop-loss ampli�c  mis,carea: vânzare automat  sub un prag
⊡ Rezultat: pierderi mult mai mari decât prevede distribut, ia normal 

Clusterizarea volatilit t, ii � fragmentarea informat, iei

⊡ Ordinele institut, ionale mari sunt fragmentate s, i executate pe parcursul mai multor zile
⊡ Informat, ia se integreaz  gradual în pret, , nu instantaneu (piet,e imperfect e�ciente)
⊡ Consecint

,
 : perioade prelungite de volatilitate mare (sau mic )

⊡ Efectul de levier (Black, 1976): sc derea ⇒ levier mai mare ⇒ risc perceput mai mare ⇒ volatilitate
cres,te
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Structura fractal  s, i legile putere

⊡ Cozi tip lege putere (power law): P(|r | > x) ∼ x−α cu α ∈ [2, 5] pentru majoritatea activelor
�nanciare

⊡ Exponentul de coad  α este remarcabil de stabil între active s, i perioade

⊡ Auto-similaritate: Distribut, iile randamentelor la scale temporale diferite sunt legate prin scalare

⊡ Conexiunea cu distribut, iile stabile: dac  α < 2, TLC Generalizat  implic  limite stabile

⊡ �Legea cubului invers� (Gopikrishnan et al., 1999): α ≈ 3 pentru act, iunile americane

⊡ Dezbatere: lege putere real  vs. cozi cu variat, ie lent 
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Vizualizarea clusteriz rii volatilit t, ii

0.10

0.05

0.00

0.05

0.10

r t

Volatility clustering  S&P 500 (2000 2025)

2000 2004 2008 2012 2016 2020 2024
0.00

0.05

0.10

|r t
|

|rt| 2 |rt| > 2 |rt| 20-day MA

SFM_ch2_stylized_facts

⊡ �Variat, ii mari urmate de variat, ii mari� (Mandelbrot, 1963) � crizele 2001, 2008, 2020
⊡ Corr(rt , rt+k) ≈ 0 dar Corr(|rt |, |rt+k |) > 0 � necorelate, dar nu independente
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Ecuat, iile faptelor stilizate � Kurtosis s, i autocorelat, ia

Kurtosis

κ =
E[(X − µ)4]

σ4

⊡ Exces de kurtosis: κe = κ− 3
⊡ κe = 0: normal ; κe > 0: leptocurtic 

Autocorelat, ia r2t

ρk = Corr(r2t , r
2
t+k) > 0, k mare

Exemplu numeric

κ κe

Normal 3 0
S&P 500 ≈10 ≈7
FTSE 100 ≈8 ≈5
Bitcoin ≈15 ≈12

⊡ κe = 7 pentru S&P 500 ⇒ cozi substant
,
ial mai

groase decât normala
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Previzualizare: M suri de risc � VaR s, i ES

De�nit, ie 2 (Value-at-Risk � de�nit, ie de lucru)

Value-at-Risk la nivelul α: pierderea maxim  care nu este dep s, it  cu probabilitatea (1− α):

VaRα = −F−1(α), unde F−1 este cuantila randamentelor.

De�nit, ie 3 (Expected Shortfall � de�nit, ie de lucru)

Expected Shortfall (ES) la nivelul α: pierderea medie în cele mai grave α% scenarii:

ESα = − 1
α

∫ α

0

F−1(p) dp.

⊡ Exemplu: VaR 1% normal , σ = 1,5%, $1M: VaR = 2,326× 0,015× 106 = $34.890

⊡ Propriet t, i formale, coerent,a Artzner, backtesting � capitolele urm toare
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VaR s, i ES � Ilustrare gra�c 

SFM_ch2_risk_management

⊡ VaRα: cuantila � �nu vom pierde mai mult de X cu prob. 1− α"
⊡ ESα: media cozii � �dac  dep s, im VaR, cât pierdem în medie?"
⊡ ES ≥ VaR întotdeauna; diferent,a cres,te cu grosimea cozilor
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Oprit, i-v  s, i gândit, i-v  (auto-evaluare)

Veri�care rapid  � Fapte stilizate

1. Randamentele zilnice au Corr(rt , rt+1) ≈ 0, dar Corr(r2t , r
2
t+1) > 0. Ce înseamn  acest lucru pentru

dependent,a temporal ?

2. Un model i.i.d. poate reproduce clusterizarea volatilit t, ii? De ce?

3. Dac  kurtosis-ul scade de la 10 (zilnic) la 1,5 (lunar), ce mecanism explic  acest fenomen?

R spunsuri

1. Randamentele sunt necorelate (nu putem prezice direct, ia), dar nu independente (putem prezice
magnitudinea).

2. Nu � i.i.d. implic  independent,  complet ; clusterizarea necesit  modele condit, ionale (GARCH).
3. Gaussianitate agregat : efect TLC; suma a ∼22 randamente zilnice converge spre normal .
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Cine este �Student�?

William Sealy Gosset

(1876�1937)

Povestea din spatele pseudonimului

⊡ Chimist la fabrica de bere Guinness, Dublin
⊡ Problema: cum testezi calitatea berii din es,antioane foarte mici?

(n = 3�4)
⊡ Guinness interzicea publicarea � secret comercial!
⊡ Solut, ia: public  sub pseudonimul �Student� (1908)

De ce conteaz  pentru �nant,e?

⊡ Normala cu σ estimat nu mai este normal  � este Student-t!
⊡ Ironia: inventat  pentru bere, acum modeleaz  crahuri bursiere
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Distribut, ia Student-t � De�nit, ie

De�nit, ie 4 (Distribut, ia Student-t)

X ∼ tν dac :

f (x ; ν) =
Γ
(
ν+1
2

)
√
νπ Γ

(
ν
2

) (1+ x2

ν

)−(ν+1)/2

, x ∈ R.

⊡ Un singur parametru ν > 0 (grade de libertate) controleaz  grosimea cozilor

⊡ E[X ] = 0 (ν > 1); Var(X ) = ν
ν−2

(ν > 2)

⊡ Exces de kurtosis: κe =
6

ν−4
(ν > 4)

⊡ ν → ∞: converge la N(0, 1); ν = 1: distribut, ia Cauchy

⊡ Cozi: f (x) ∼ |x |−(ν+1) (lege putere)
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PDF-uri Student-t � Efectul lui ν

4 2 0 2 4
x

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

f(x
)

Student-t PDF: f(x) = ( + 1
2 )

(2 ) (1 + x2 ) + 1
2

t1 (Cauchy) t3 t5 t30 (0, 1)
SFM_ch2_student_t

⊡ ν mai mic ⇒ cozi mai groase, vârf mai ascut, it
⊡ Randamente �nanciare: de regul  ν̂ ∈ [3, 8] pentru date zilnice de act, iuni
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Ajustarea Student-t pe S&P 500

SFM_ch2_student_t

⊡ Student-t surprinde cozile groase mult mai bine decât distribut, ia normal 
⊡ ν̂ ≈ 4�5 pentru S&P 500 (depinde de perioada de estimare); centrul s, i cozile bine ajustate
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De ce Student-t pentru �nant,e?

Proprietate Normal Student-t

Descres,terea cozii Exponent, ial  (e−x2/2) Lege putere (|x |−ν−1)

Exces de kurtosis 0 6/(ν − 4)

Parametri 2 (µ, σ) 3 (µ, σ, ν)

Evenimente extreme Foarte rare Mai frecvente

Limit  � Normal (ν → ∞)

Avantaj cheie

⊡ Student-t include distribut, ia normal  ca un caz special (ν → ∞) permit,ând în acelas, i timp cozi mai
groase

⊡ Este cea mai simpl  alternativ  cu cozi groase
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Forma locat, ie-scal  s, i MLE

⊡ Forma locat
,
ie-scal : X = µ+ σT , unde T ∼ tν

⊡ Estimare MLE a (µ, σ, ν): maximiz m

ℓ(µ, σ, ν) =
n∑

t=1

ln f
( rt − µ

σ
; ν
)
− n lnσ

⊡ Criterii informat, ionale pentru select, ia modelului:
▶ AIC = −2ℓ+ 2k (penalizeaz  us,or complexitatea)
▶ BIC = −2ℓ+ k ln n (penalizeaz  mai puternic complexitatea)

⊡ Student-t ca distribut, ie a inovat, iilor în modele GARCH: ϵt = σtzt , zt ∼ tν

⊡ Diagnostice QQ-plot: abaterile de la linia de 45◦ indic  speci�care gres, it 
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Normal  vs. Student-t � Suprapunere pe S&P 500

SFM_ch2_distribution_comparison

⊡ Student-t surprinde cozile groase; normala le subestimeaz  sistematic
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Compararea modelelor: AIC/BIC

Model Log-verosim. AIC BIC

Normal (µ, σ) ℓ1 −2ℓ1 + 4 −2ℓ1 + 2 ln n

Student-t (µ, σ, ν) ℓ2 > ℓ1 −2ℓ2 + 6 −2ℓ2 + 3 ln n

⊡ Student-t obt, ine AIC/BIC substant, ial mai bun în ciuda unui parametru suplimentar

⊡ Câs,tigul în log-verosimilitudine provine din ajustarea superioar  a cozilor

Statistica Piet,elor Financiare



Distribut, ia Student-t 58

Reprezentarea ca mixtur  s, i interpretarea Bayesian 

⊡ Reprezentare ca mixtur : X | V ∼ N(0,V ), V ∼ Inv-Gamma(ν/2, ν/2)
▶ Student-t = Normal  cu variant,  aleatoare (mixtur  de scale a normalelor)
▶ Interpretare: V surprinde volatilitatea variabil  în timp
▶ Vizual: tν =

∫∞
0

N(0, v) · InvGamma(v) dv � medierea peste v �îngroas, � cozile

⊡ Interpretare Bayesian : Student-t ca distribut, ie marginal  a posteriori sub priori conjugate
normal�inverse-gamma

⊡ Student-t multivariat : f (x) ∝
(
1+ (x−µ)′Σ−1(x−µ)

ν

)−(ν+p)/2

⊡ Compararea cozilor: indicele de coad  (tail index) tν = ν vs. indicele de stabilitate = α

⊡ Student-t nu este închis  la convolut, ie; distribut, iile stabile sunt
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Exemplu: Probabilitatea unei pierderi extreme

Exercit, iu

Randamentele zilnice au σ = 1,5%. Calculat, i P(r < −3σ) = P(r < −4,5%) sub distribut, ia normal  vs.
Student-t cu ν = 5.

Rezolvare

⊡ Sub distribut
,
ia normal : P(r < −3σ) = Φ(−3) = 0,00135 = 0,135% (1 zi din 741)

⊡ Sub Student-t (ν = 5): scal  ajustat  s = σ
√

(ν − 2)/ν = 0,01162
▶ tstat = −0,045/0,01162 = −3,874 ⇒ P(T5 < −3,874) = 0,00584 = 0,584% (1 zi din 171)

Concluzie

⊡ Student-t prevede pierderi > 3σ de 4,3× mai frecvent decât distribut, ia normal  (0,584% vs. 0,135%)
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Incertitudinea modelului s, i m suri robuste de risc

⊡ Incertitudinea modelului: Care distribut, ie este �corect �? Poate niciuna � orice model este o
aproximare.

⊡ Aversiune fat
,
  de ambiguitate (paradoxul Ellsberg): decidentul nu cunoas,te distribut, ia exact  s, i

adopt  o atitudine conservatoare.
⊡ M suri robuste de risc sub incertitudine distribut, ional :

ρrobust(X ) = sup
Q∈Q

ρQ(X )

⊡ Mult
,
imea de ambiguitate Q = o mult, ime de distribut, ii de probabilitate considerate plauzibile. Se

calculeaz  riscul sub cea mai defavorabil  distribut, ie din Q (worst-case).
⊡ Exemple clasice de Q:

▶ Bazat  pe momente: toate distribut, iile cu (µ, σ2) date: Q = {Q : EQ [X ] = µ, VarQ(X ) = σ2}
▶ Wasserstein: vecin tate de raz  ε în jurul distribut, iei empirice: Q = {Q : Wp(Q, P̂n) ≤ ε}
▶ KL-divergent

,
 : Q = {Q : DKL(Q∥P0) ≤ η}

⊡ Cuanti�carea riscului de model: intervalul VaR/ES între modele plauzibile furnizeaz  o �prim  de risc
de model�
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Distant,e între distribut, ii � Intuit, ie

⊡ Problema: Cum m sur m cât de �aproape� sunt dou  distribut, ii P s, i Q?

⊡ Distant
,
a Wasserstein Wp(P,Q):

▶ Cunoscut  s, i ca Earth Mover's Distance (distant,a mut rii de p mânt)
▶ Intuit, ie: costul minim de �transport� al masei de probabilitate din P în Q
▶ Dac  P s, i Q sunt distribut, ii pe R cu CDF-uri FP ,FQ :

W1(P,Q) =

∫ +∞

−∞
|FP(x)− FQ(x)| dx

▶ Avantaj: t, ine cont de geometria spat, iului (nu doar de suprapunerea densit t, ilor)

⊡ Divergent
,
a Kullback�Leibler DKL(Q∥P0):

▶ M soar  �pierderea de informat, ie� dac  aproxim m Q prin P0

▶ DKL(Q∥P0) =
∫
q(x) ln q(x)

p0(x)
dx ≥ 0, cu egalitate i� Q = P0

▶ Nu este o distant,  propriu-zis  (nu este simetric : DKL(Q∥P) ̸= DKL(P∥Q))

⊡ Aplicat
,
ie: ε mare ⇒ Q mai larg  ⇒ VaR robust mai mare. Rezumat: W1 = cost de transport

(simetric ); KL = pierdere de informat, ie (asimetric )
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Wasserstein în practic  � Stress-testing bancar

Scenariul: Criza din 2008 / Pandemia 2020

⊡ Distribut, ia istoric  a randamentelor devine brusc irelevant  (non-stat, ionaritate)
⊡ VaR estimat pe date din 2005�2007 subestimeaz  masiv pierderile din 2008
⊡ Problema: cum ne protej m când modelul pe care l-am estimat poate � gres, it?

Solut, ia: optimizare robust  cu vecin tate Wasserstein

⊡ În loc de a calcula VaR sub o singur  distribut, ie P̂, calcul m sub cea mai defavorabil  distribut, ie
dintr-o vecin tate: ρrobust = supQ:W1(Q,P̂)≤ε VaRQ

⊡ Raza ε = bugetul de incertitudine al b ncii (cât de mult poate devia realitatea)
⊡ ε mic: optimism (�criza nu se va repeta�); ε mare: conservatorism (supraviet,uire)
⊡ Basel III+: autorit t, ile impun stressed VaR � exact aceast  �lozo�e

Statistica Piet,elor Financiare



Distribut, ia Student-t 63

Oprit, i-v  s, i gândit, i-v  (auto-evaluare)

Veri�care rapid  � Distribut, ia Student-t

1. Student-t cu ν = 3 are variant,  �nit ? Dar kurtosis?

2. De ce Student-t cu ν = 5 prevede pierderi > 3σ de ∼4× mai frecvent decât normala?

3. Dac  ν̂ → ∞, ce distribut, ie obt, inem? Ce implic  aceasta pentru select, ia modelului?

R spunsuri

1. Variant, : da (ν > 2, Var = 3/(3− 2) = 3). Kurtosis: nu (ν > 4 necesar; 6/(3− 4) < 0 � nu exist ).

2. Cozile Student-t scad ca |x |−(ν+1) (lege putere) vs. e−x2/2 (exponent, ial) � mult mai mult  mas  în
cozi.

3. Se obt, ine N(0, 1). Aceasta înseamn  c  Student-t include normala; AIC/BIC vor selecta normala dac 
cozile nu sunt groase.
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De la Student-t la Pareto � De ce avem nevoie de ambele?

Student-t: modelul complet

⊡ Modeleaz  întregul set de date (centru + cozi)
⊡ Compromis: dac  �tezi bine centrul, pot, i rata

coada extrem 
⊡ Parametru global: ν controleaz  simultan vârful

s, i cozile

Pareto: modelul cozii extreme

⊡ Modeleaz  doar valorile extreme (x > xm)
⊡ Nu face compromisuri: se concentreaz  exclusiv

pe coada dreapt 
⊡ Preg tes,te mental Teoria Valorilor Extreme

(EVT)

Leg tura matematic 

⊡ Student-t cu ν g.l. are cozi Pareto: P(X > x) ∼ C · x−ν pentru x → ∞
⊡ Indicele de coad  Pareto α = gradele de libertate ν ale Student-t
⊡ Pareto nu este o alternativ  la Student-t, ci o unealt  complementar  de diagnostic
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Regula 80/20 � Omul din spatele legii

Vilfredo Pareto

(1848�1923)

De la gr din rit la inegalitate

⊡ Inginer italo-elvet, ian: 80% din p mântul Italiei era det, inut de 20%
din populat

,
ie (1896)

⊡ Legenda: 20% din plante produceau 80% din maz re
⊡ Aceeas, i lege apare peste tot: avere, oras,e, cutremure, vânz ri, tra�c

web

De ce conteaz  pentru �nant,e?

⊡ Put, ine zile catastrofale genereaz  cea mai mare parte a riscului
⊡ Mandelbrot (1963): cozile randamentelor sunt Pareto �

P(X > x) ∝ x−α
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Distribut, ia Pareto � Legea de putere

De�nit, ie (Pareto, 1896)

O variabil  aleatoare X urmeaz  o distribut
,
ie Pareto cu parametri xm > 0 (scal ) s, i α > 0 (form  / indice

de coad ) dac :

f (x) =
α xα

m

xα+1
, x ≥ xm

⊡ CDF: F (x) = 1−
(
xm
x

)α
⊡ Funct

,
ia de supraviet

,
uire:

F̄ (x) = P(X > x) =
(xm

x

)α
⊡ Comportament lege de putere (power law):

P(X > x) ∝ x−α

⊡ Medie: E[X ] = α xm
α−1

(exist  doar dac  α > 1)

⊡ Variant
,
 : Var(X ) =

α x2m
(α−1)2(α−2)

(exist  doar
dac  α > 2)

⊡ α ≤ 2: variant
,
  in�nit 

⊡ α ≤ 1: medie in�nit 
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Distribut, ia Pareto � Gra�c PDF s, i CDF
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SFM_ch2_pareto_analysis

⊡ α mic ⇒ coad  groas , densitate scade lent
⊡ α mare ⇒ masa se concentreaz  lâng  xm, coada scade rapid
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Distribut, ia Pareto � Semn tura legii de putere
SFM_ch2_pareto_analysis

Testul gra�c log-log

⊡ Pe gra�cul log-log, funct, ia de supraviet,uire Pareto este o dreapt :

logP(X > x) = −α log x + α log xm

⊡ Panta = −α (indicele de coad )
⊡ Aliniere pe dreapt  ⇒ comportament Pareto; abaterea pentru x mici: trunchiere
⊡ Veri�care practic : desen m log Ŝ(x) vs. log x pe datele empirice � liniaritate con�rm  coada Pareto
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Distribut, ia Pareto � Log-log survival
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Distribut, ia Pareto � De ce conteaz  în �nant,e?

Principiul lui Pareto (regula 80/20)

⊡ Vilfredo Pareto (1896): 80% din averea Italiei era det, inut  de 20% din populat, ie
⊡ Aceeas, i lege apare în �nant,e: pierderile extreme urmeaz  o lege de putere
⊡ Mandelbrot (1963): randamentele piet,elor au cozi de tip Pareto

Proprietatea cheie: cozile groase

⊡ Normal : P(X > x) ∼ e−x2/2 (exponent
,
ial); Pareto: P(X > x) ∼ x−α (polinomial)

⊡ Evenimentele Black Swan sunt mult mai probabile sub Pareto
⊡ Exemplu: α = 3, P(X > 10xm) = 10−3; sub normal : ≈ 10−23
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Distribut, ia Pareto � Estimarea parametrilor (MLE)

Estimatorul de verosimilitate maxim  (MLE)

⊡ Fie x1, . . . , xn un es,antion i.i.d. din Pareto(α, xm)
⊡ Pasul 1: x̂m = min(x1, . . . , xn) (scala = valoarea minim )

⊡ Pasul 2: α̂MLE =
n∑n

i=1 ln(xi/x̂m)

⊡ Propriet t
,
i: consistent, e�cient asimptotic,

√
n-convergent
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Distribut, ia Pareto � MLE: Demonstrat, ie
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SFM_ch2_pareto_analysis

⊡ Stânga: histogram + �t MLE (α = 3, n = 1000). Dreapta: convergent,a MLE (n = 50 → 5000)
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Distribut, ia Pareto � Estimatorul Hill pe S&P 500
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SFM_ch2_pareto_analysis

⊡ Hill plot: zona stabil  α̂ ≈ 2,9; Tail �t: Pareto α̂ ≈ 2,5
⊡ α < 3 ⇒ momente de ordin ≥ 3 nu exist ; con�rmare: cozi groase
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Distribut, ia Pareto � Tail �tting (S&P 500)
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SFM_ch2_pareto_analysis

⊡ QQ-plot: aliniere pe diagonal  ⇒ coada este Pareto
⊡ Sensibilitate prag: zona stabil  ≈ 3�8%; α̂ ≈ 2,5�3,0
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Distribut, ia Pareto � Interpretarea tail �tting

Procedura de tail �tting

⊡ Pasul 1: Select m pragul u (sau fract, ia de coad , e.g. top 5%)
⊡ Pasul 2: Estim m α̂ pe datele {xi : xi > u} via MLE sau Hill
⊡ Pasul 3: Veri�c m sensibilitatea: variaz  u s, i observ m stabilitatea lui α̂
⊡ Pasul 4: Valid m cu QQ-plot s, i CDF �t

Rezultate empirice (S&P 500, 2000�2025)

⊡ α̂ ≈ 2,5�3,0 ⇒ momente �nite doar pân  la ordinul 2
⊡ Variant,a exist , dar kurtosis-ul nu � distribut, ia normal  este inadecvat 
⊡ CDF-ul Pareto se potrives,te bine pe coada dreapt  a pierderilor
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Distribut, ia Pareto � Aplicat, ii
SFM_ch2_pareto_analysis

Legea lui Zipf (capitalizare de piat, )

⊡ Capitalizarea �rmelor urmeaz  o lege de putere: P(cap > x) ∝ x−α

⊡ Top 10 �rme ≈ 30% din piat, ; panta Zipf ≈ −1 (lege empiric  universal )

Alte aplicat, ii ale distribut, iei Pareto

⊡ Pierderi din asigur ri: sumele asigurate extreme ⇒ Pareto
⊡ Riscul operat

,
ional (Basel II): pierderile operat, ionale au coada Pareto

⊡ Distribut
,
ia averii: Top 1% det, ine 40�50% din avere (Piketty, 2014)

⊡ Volumul tranzact
,
iilor: câteva tranzact, ii mari domin  volumul total

⊡ Cyber risk: severitatea atacurilor cibernetice este Pareto-distribuit 
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Legea lui Zipf � Capitalizare de piat, 
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Distribut, ia Pareto � Conexiuni teoretice
Leg tura cu EVT s, i estimatorul Hill

⊡ Teorema Pickands�Balkema�de Haan: excedentele peste un prag su�cient de mare urmeaz 
aproximativ o distribut

,
ie Pareto generalizat  (GPD)

⊡ Distribut, ia Pareto clasic  = caz particular al GPD cu ξ > 0
⊡ Estimatorul Hill: estimeaz  α din statisticile de ordine X(1) ≤ · · · ≤ X(n):

α̂Hill =

(
1
k

k∑
i=1

ln
X(n−i+1)

X(n−k)

)−1

Leg tura cu distribut, iile stabile s, i Student-t

⊡ Distribut, iile α-stabile cu α < 2 au cozi Pareto: P(X > x) ∼ Cα x−α

⊡ Student-t cu ν grade de libertate: cozi Pareto cu indice α = ν

⊡ Indicele de coad  Pareto uni�c  teoria: mai mic α ⇒ cozi mai groase
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Oprit, i-v  s, i gândit, i-v  (auto-evaluare)

Veri�care rapid  � Distribut, ia Pareto

1. Pierderile au α̂ = 2,5. Variant,a exist ? Dar kurtosis-ul?

2. Pe gra�cul log-log, funct, ia de supraviet,uire este o dreapt  cu pant  −3. Ce indice de coad  α avet, i?

3. VaR Pareto la 1% cu xm = 2%, α = 3: q = xm · (0,01)−1/α. Calculat, i rapid.

R spunsuri

1. Variant, : da (α > 2). Kurtosis: nu (α < 4, momentul de ordin 4 nu exist ).
2. α = 3 (panta cu semn schimbat).
3. q = 2%× 1001/3 = 2%× 4,64 = 9,28%.
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⊡ Introducere ✓

⊡ De la pret,uri la log-randamente ✓

⊡ Distribut, ia normal  ✓

⊡ Fapte stilizate ✓

⊡ Distribut, ia Student-t ✓

⊡ Distribut, ia Pareto ✓

⊡ Studiu de caz

⊡ Quiz & Exercit, ii de examen
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Studiu de caz: Datele
SFM_ch2_case_study_2a

Pret,uri s, i log-randamente

⊡ S&P 500 � piat,  dezvoltat , lichiditate mare
⊡ BRD � act, iune româneasc , piat,  emergent 
⊡ Bitcoin � activ digital, volatilitate extrem 
⊡ Perioad : 2015�2025, date zilnice

Activ N Media (%) Std (%) Skew Kurt

S&P 500 ∼2 500 0.05 1.15 −0.60 13.5
BRD ∼2 500 0.04 1.10 −0.80 12.0
Bitcoin ∼3 600 0.12 3.80 −0.30 8.5
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Studiu de caz: Pret,uri s, i log-randamente
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Studiu de caz: Fapte stilizate
SFM_ch2_case_study_2a

Volatilitate clusterizat 

⊡ ACF a |rt | con�rm  dependent,a pe termen lung
⊡ Toate cele 3 active prezint  autocorelat, ie semni�cativ  a |rt | pân  la lag-ul 60
⊡ Kurtosis ≫ 3 pe toate piet,ele ⇒ cozi groase
⊡ Asimetrie negativ  pentru S&P 500 s, i BRD (leverage e�ect)
⊡ Bitcoin: asimetrie mai redus , dar volatilitate de 3×

Observat, ie 3

⊡ Clusterizarea volatilit t, ii invalideaz  ipoteza i.i.d. necesar  modelului Black�Scholes
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Studiu de caz: Fapte stilizate � Gra�c
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Studiu de caz: Normal vs Student-t
SFM_ch2_case_study_2a

Histogram  log-scale cu overlay

⊡ Compar m cele dou  modele pe scara logaritmic 
⊡ Normal subestimeaz  sistematic cozile
⊡ Student-t se adapteaz  bine cu ν estimat:

▶ S&P 500: ν̂ ≈ 4�5; BRD: ν̂ ≈ 3�5; Bitcoin: ν̂ ≈ 3�4
⊡ Diferent,a cres,te exponent, ial în cozi

Implicat, ie

⊡ Pe scara logaritmic , subestimarea normal  devine vizibil : cozile empirice sunt cu ordine de m rime
mai groase
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Studiu de caz: Normal vs Student-t � Gra�c
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Studiu de caz: QQ-plots
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⊡ Normal QQ: deviat, ii sistematice în cozi Student-t QQ: aliniere mult mai bun 
⊡ Bitcoin: cele mai mari deviat, ii, con�rmând cozi mai groase
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Studiu de caz: Teste de normalitate

Testarea ipotezei H0: randamentele ∼ N (µ, σ2)

Activ Jarque�Bera Shapiro�Wilk Anderson�Darling Kolmogorov�Smirnov

S&P 500 > 10 000∗∗∗ < 0.99∗∗∗ > 20∗∗∗ > 0.05∗∗∗

BRD > 8 000∗∗∗ < 0.99∗∗∗ > 15∗∗∗ > 0.04∗∗∗

Bitcoin > 5 000∗∗∗ < 0.98∗∗∗ > 30∗∗∗ > 0.06∗∗∗

⊡ ∗∗∗ respingere la nivel α = 0.001 pentru toate testele s, i toate activele

Concluzie

⊡ Normalitatea este respins  decisiv pe toate cele trei piet,e

⊡ Cele patru teste converg: JB (momente), SW (ordine), AD (cozi), KS (distribut, ie complet )
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Studiu de caz: VaR s, i ES � Normal vs Student-t

Aplicarea formulelor de risc (portofoliu 1M EUR, µ ≈ 0)

⊡ VaRN
1% = 2,326σ; VaRt

1% =
√

ν−2
ν

|t−1
ν (0,01)|σ; ES: media cozii stângi sub VaR

Activ (σ, ν̂) VaR Normal VaR Student-t ES Normal ES Student-t

S&P 500 (1,15%, 4,5) 26 750 30 400 30 500 40 200
BRD (1,10%, 3,8) 25 590 29 600 29 300 40 200
Bitcoin (3,80%, 3,2) 88 390 102 000 100 900 148 700

ES Normal subestimeaz  cu 30�50%

⊡ P(r < −3σ): Normal = Φ(−3) = 0,135% (1 zi/741); Student-t (ν̂=4,5) ≈ 0,58% (1 zi/172) � de
4,3× mai frecvent
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Studiu de caz: Select, ia modelului � AIC/BIC

Criterii informat, ionale (AIC = −2ℓ+ 2k ; BIC = −2ℓ+ k ln n)

Activ ∆AIC (Normal − Student-t) ∆BIC Câs
,
tig tor

S&P 500 > 200 > 190 Student-t
BRD > 150 > 140 Student-t
Bitcoin > 300 > 290 Student-t

Observat, ie 4

⊡ ∆AIC > 10 ⇒ evident,  puternic  împotriva modelului Normal (Burnham & Anderson)

⊡ Student-t câs,tig  decisiv pe toate piet,ele, des, i are un parametru suplimentar (ν)
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Studiu de caz: Concluzii

Lect, ii din analiza datelor reale

1. Kurtosis ≫ 3 pe toate piet,ele ⇒ modelul Normal este inadecvat

2. Student-t ofer  o prim  aproximare, dar are cozi simetrice

3. Asimetria (mai ales pe S&P 500 s, i BRD) necesit  modele asimetrice

4. Volatilitatea clusterizat  cere modele condit, ionale (GARCH)

Implicat, ii pentru managementul riscului

⊡ ES Normal la 1% subestimeaz  pierderea medie din coad  cu 30�50% fat,  de Student-t
⊡ VaR Normal subestimeaz  cu ∼15%, dar evenimentele de 3σ apar de 4× mai des
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Oprit, i-v  s, i gândit, i-v  (auto-evaluare)

Veri�care rapid  � Studiu de caz

1. Dintre cele 3 active (S&P 500, BRD, Bitcoin), care are cel mai mic ν̂? Ce implicat, ie are pentru VaR?

2. ES Normal subestimeaz  cu 30�50%. Putet, i explica de ce într-o propozit, ie?

3. Un manager v  întreab : �De ce s  nu folosim pur s, i simplu VaR empiric?� Ce argument avet, i?

R spunsuri

1. Bitcoin (ν̂ ≈ 3,2); VaR Student-t este cu ∼45% mai mare decât VaR Normal.
2. Normala subestimeaz  masa din coada stâng ; ES mediaz  pierderile extreme, unde diferent,a este

maxim .
3. Cu n = 2500, cuantila 0,1% foloses,te doar 2�3 observat, ii � prea put, in pentru estimare �abil .
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Exercit, iu AI: Distribut, ii s, i risc de coad 

Prompt de testat în ChatGPT / Claude / Copilot

�Descarc  datele zilnice pentru S&P 500 s, i Bitcoin din 2015 pân  în 2025 folosind Python (yfinance).

Calculeaz  log-randamentele. Ajusteaz  pe �ecare serie o distribut, ie normal  s, i o distribut, ie Student-t prin MLE.

Compar  modelele folosind AIC/BIC, QQ-plot s, i histogram  pe scar  logaritmic . Calculeaz  VaR la 1% s, i

Expected Shortfall sub ambele modele. Estimeaz  indicele de coad  Pareto cu estimatorul Hill.�

Exercit
,
iu:

1. AI-ul calculeaz  corect log-randamentele? Veri�c : rt = ln(Pt/Pt−1), nu (Pt − Pt−1)/Pt−1

2. Gradele de libertate ν̂ estimate sunt plauzibile (ν̂ ∈ [3, 8] pentru date zilnice)?
3. Formulele VaR s, i ES sunt corecte? Veri�c : VaRt

1% foloses,te scal  ajustat  s = σ
√

(ν − 2)/ν?
4. Întreab  AI-ul: �Ce se întâmpl  cu VaR dac  ν ≤ 2?� Ment, ioneaz  variant,a in�nit ?
5. Hill plot-ul arat  o zon  stabil ? Ce valoare α̂ obt, ine? Compar  cu ν̂ din Student-t

⊡ Atent
,
ie: AI-ul confund  adesea excess kurtosis (κ− 3) cu kurtosis-ul total (κ). Veri�cat, i mereu

de�nit, ia folosit .
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Întrebarea 1

Întrebare
⊡ Evenimentul din 19 octombrie 1987 (S&P 500 −20,5%) corespunde unui eveniment de ∼20σ sub

ipoteza normal  (σ ≈ 1%). Care este probabilitatea unui astfel de eveniment?

Variante de r spuns

⊡ (A) ≈ 10−2 (1 la 100)
⊡ (B) ≈ 10−30 (practic imposibil pe orizontul uman)
⊡ (C) ≈ 10−89 (imposibil în durata de viat,  a universului)
⊡ (D) ≈ 10−6 (o dat  la un milion de zile)
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Întrebarea 1: R spuns

R spuns: (C)

⊡ Normal: σ ≈ 1%, deci −20,5% = 20,5σ. P = 2Φ(−20,5) ≈ 10−89.
⊡ Student-t (ν = 5): scal  ajustat  s = σ

√
3/5 = 0,775%; tstat = 20,5/0,775 = 26,5;

P(|T5| > 26,5) ≈ 10−8 � tot extrem, dar 1081× mai probabil decât sub normal !
⊡ S, i totus, i s-a întâmplat � demonstreaz  inadecvarea distribut

,
iei normale.

⊡ Sub distribut, ii stabile (α ≈ 1,7), probabilitatea cres,te la ∼ 10−3.
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Întrebarea 2

Întrebare
⊡ O distribut, ie Student-t cu ν = 4 grade de libertate are:

Variante de r spuns

⊡ (A) Medie �nit , variant,  �nit , kurtosis �nit 
⊡ (B) Medie �nit , variant,  �nit , kurtosis in�nit 
⊡ (C) Medie �nit , variant,  in�nit , kurtosis in�nit 
⊡ (D) Medie in�nit , variant,  in�nit , kurtosis in�nit 
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Întrebarea 2: R spuns

R spuns: (B)

⊡ Pentru Student-t: media exist  dac  ν > 1, variant,a dac  ν > 2, kurtosis dac  ν > 4.

⊡ Cu ν = 4: media �nit  (✓), variant,  �nit  (= ν/(ν − 2) = 2, ✓), dar kurtosis-ul nu exist 
(formula 6/(ν − 4) are un pol la ν = 4; momentul de ordin 4 este in�nit).

⊡ (A) este gres, it: momentul de ordin 4 nu exist  la ν = 4 exact.

⊡ Aceasta arat  c  s, i distribut, iile cu variant,  �nit  pot avea cozi foarte groase.
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Întrebarea 3: Rat, ionament � Basel III s, i alegerea distribut, iei

Întrebare
⊡ O banc  calculeaz  capitalul de reglementare folosind ES la 2,5% sub distribut, ia normal .

Autorit t, ile de supraveghere descoper  c  randamentele portofoliului au ν̂ = 4 (Student-t). Ce
consecint,  are acest lucru?

Variante de r spuns

⊡ (A) Capitalul este su�cient � ES nu depinde de forma distribut, iei
⊡ (B) Capitalul este subestimat cu 30�50%, banca trebuie s  majoreze rezervele
⊡ (C) Capitalul este supraestimat � Student-t prevede riscuri mai mici
⊡ (D) Nu se poate decide f r  a cunoas,te volatilitatea
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Întrebarea 3: R spuns

R spuns: (B)

⊡ Student-t cu ν = 4 are cozi mult mai groase decât normala: P(r < −3σ) este de ∼4× mai mare.

⊡ ES sub Student-t este cu 30�50% mai mare decât sub normal  (am demonstrat în studiul de caz).

⊡ (A) este gres, it: ES depinde critic de forma cozilor, nu doar de σ.

⊡ (D) este gres, it: chiar s, i cu aceeas, i σ, Student-t d  ES mai mare datorit  cozilor.

⊡ Lect
,
ia: Alegerea distribut, iei nu este academic  � determin  direct capitalul bancar.
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Exercit, iul 1: Log-randamente s, i momente

Enunt,

⊡ Se dau pret,urile zilnice de închidere:

t 0 1 2 3 4

Pt 100 103 98 95 102

1. Calculat, i log-randamentele rt = ln(Pt/Pt−1) pentru t = 1, . . . , 4.

2. Calculat, i media, variant,a, asimetria s, i kurtosis es,antionului.

3. Aplicat, i testul Jarque�Bera: JB = n
6

(
S2 + (K−3)2

4

)
. Se respinge normalitatea la 5%?

4. Calculat, i log-randamentul total pe 4 perioade. Veri�cat, i aditivitatea temporal .
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Exercit, iul 2: Distribut, ia normal  s, i VaR

Enunt,

⊡ Un portofoliu de $5M are randamente zilnice ∼ N(µ, σ2) cu µ̂ = 0,04% s, i σ̂ = 1,2%

1. Calculat, i VaR zilnic la nivelurile 5%, 1% s, i 0,1%.

2. Calculat, i Expected Shortfall la nivelul 1%.

3. Un eveniment de −4% a avut loc. Ce probabilitate are sub ipoteza normal ?

4. Argumentat, i de ce VaR normal poate subestima riscul real.

Indiciu
VaRα = −(µ+ zα · σ), unde z0,05 = −1,645, z0,01 = −2,326, z0,001 = −3,090.
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Exercit, iul 3: Student-t � Ajustare s, i comparat, ie

Enunt,

⊡ Pe datele de la Exercit, iul 1, presupunet, i c  MLE produce: distribut, ia normal  ℓ = 12,5, Student-t
(ν = 5) ℓ = 14,8

1. Calculat, i AIC s, i BIC pentru ambele modele (kN = 2, kt = 3, n = 4).

2. Care model este preferat de AIC? Dar de BIC?

3. Calculat, i excesul de kurtosis (excess kurtosis) al distribut, iei Student-t cu ν = 5.

4. Explicat, i de ce Student-t capteaz  mai bine cozile groase decât distribut, ia normal .

Formule

⊡ AIC = −2ℓ+ 2k, BIC = −2ℓ+ k ln n, κ = 6/(ν − 4) pentru ν > 4
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Exercit, iul 4: Compararea VaR/ES � Normal, Student-t, Pareto

Enunt,

⊡ Un portofoliu de $10M are randamente zilnice cu σ̂ = 1,5%, µ ≈ 0. Estimatorul Hill pe coada stâng 
d  α̂ = 3,5

1. Calculat, i VaR 1% sub: (a) Normal; (b) Student-t cu ν = 5; (c) Pareto cu α = 3,5, xm = 0,01

2. Calculat, i ES 1% sub �ecare model. Indiciu: ESParetoα = α
α−1

VaRα pentru α > 1

3. Completat, i tabelul s, i comentat, i diferent,ele:

Normal Student-t (ν=5) Pareto (α=3,5)

VaR 1% ? ? ?
ES 1% ? ? ?
ES/VaR ? ? ?
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Exercit, iul 4: Rezolvare

Rezolvare

1. VaR 1% (σ = 1,5%, W = $10M):
▶ Normal: VaR = 2,326× 0,015× 10M = $348.900
▶ Student-t (ν=5): s = σ

√
3/5 = 1,162%; |t−1

5 (0,01)| = 3,365;
VaR = 3,365× 0,01162× 10M = $390.800

▶ Pareto (α=3,5): VaR = xm · α1/α = 0,01× 0,01−1/3,5 = $461.600
2. ES 1%:

▶ Normal: ES = σ ϕ(2,326)/0,01×W = $401.200
▶ Student-t: ES ≈ 1,28× VaR = $500.200 (formula exact  via funct, ia gν)
▶ Pareto: ES = α

α−1
VaR = 3,5

2,5
× 461.600 = $646.200

3. Raportul ES/VaR: Normal = 1,15; Student-t = 1,28; Pareto = 1,40. Cozi mai groase ⇒ ES dep s,es,te
VaR cu un procent mai mare � Pareto avertizeaz  cel mai sever
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Criterii de evaluare � Exercit, ii s, i proiect

Grila de notare (aplicabil  la examen s, i proiect)

Nivel Calcul Interpretare

9�10 Formule + calcule corecte, complete Leag  de decizia de business

7�8 Formule corecte, erori minore Interpretare corect , super�cial 

5�6 Formula corect , gres,eli de aplicare Repet  de�nit, ia f r  context

<5 Formula gres, it  sau lips  F r  interpretare

Pondere evaluare

⊡ Examen scris: 70% Proiect individual: 20% Participare activ : 10%
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Laborator Python � Exercit, ii interactive

Lab 1: Ajustarea distribut, iilor (Y3)

1. Deschidet, i SFM_ch2_normal_distribution.ipynb

2. Desc rcat, i date S&P 500 (2015�2025); calculat, i log-randamentele

3. Histogram  + suprapunere normal ; testul Jarque�Bera

4. Ajustat, i Student-t (MLE). Comparat, i AIC cu modelul normal
SFM_ch2_normal_distribution
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Exercit, iul 1: Rezolvare

Rezolvare

1. Log-randamente: r1 = ln(103/100) = 0,0296, r2 = ln(98/103) = −0,0498, r3 = ln(95/98) = −0,0311,
r4 = ln(102/95) = 0,0713

2. r̄ = (0,0296− 0,0498− 0,0311+ 0,0713)/4 = 0,0050; s2 = 1
3

∑
(ri − r̄)2 = 0,00253; s = 0,0503.

Asimetrie: S ≈ 0,56; Kurtosis: K ≈ 1,72

3. JB = 4
6
(0,562 + (1,72− 3)2/4) = 0,48. Cu χ2

2(0,05) = 5,99: 0,48 < 5,99 ⇒ nu respingem
normalitatea (es,antion prea mic!)

4. r0:4 = ln(102/100) = 0,0198 = r1 + r2 + r3 + r4 = 0,0198 ✓
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Exercit, iul 2: Rezolvare

Rezolvare

1. VaRα = −(µ+ zασ)×W , cu µ = 0,0004, σ = 0,012, W = $5M:
▶ VaR 5%: 0,01934× 5M = $96.680; VaR 1%: $137.560; VaR 0,1%: $183.400

2. ES1% = σ · ϕ(−2,326)/0,01 = 0,03198 ⇒ $159.900

3. P(r < −0,04) = Φ(−3,37) ≈ 0,038% (1 zi în ∼2.600)

4. Empiric, evenimentele > 3σ apar mult mai frecvent ⇒ VaR normal subestimeaz  riscul
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Exercit, iul 3: Rezolvare

Rezolvare

1. Cu ℓN = 12,5, ℓt = 14,8, kN = 2, kt = 3, n = 4:
▶ Normal: AIC = −21,0; BIC = −22,23. Student-t: AIC = −23,6; BIC = −25,44

2. Student-t câs,tig  pe ambele criterii (AIC: −23,6 < −21,0; BIC: −25,44 < −22,23). Not : cu n = 4,
ln 4 = 1,39 < 2, deci BIC penalizeaz  mai put

,
in ca AIC � situat, ie atipic , speci�c  es,antioanelor

foarte mici

3. Exces de kurtosis: κ = 6/(ν − 4) = 6/(5− 4) = 6. Kurtosis total : 3+ 6 = 9

4. PDF-ul Student-t scade ca |x |−(ν+1) (lege putere) vs. e−x2/2 pentru normal . Dec derea mai lent 
aloc  mai mult  probabilitate în cozi
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Bibliogra�e I

Manuale de referint, 

⊡ McNeil, A., Frey, R. & Embrechts, P. (2015). Quantitative Risk Management. Princeton
University Press.
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Articole fundamentale
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⊡ Cont, R. (2001). Empirical Properties of Asset Returns. Quantitative Finance, 1(2), 223�236.
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Bibliogra�e II
Distribut, ii s, i estimare

⊡ Hansen, B. (1994). Autoregressive Conditional Density Estimation. International Economic
Review, 35(3), 705�730.

⊡ Nolan, J. P. (1997). Numerical Calculation of Stable Densities and Distribution Functions.
Stochastic Models, 13(4), 759�774.

⊡ Barndor�-Nielsen, O. (1977). Exponentially Decreasing Distributions for the Logarithm of Particle
Size. Proc. Royal Society A, 353, 401�419.

Modele dinamice

⊡ Hamilton, J. D. (1989). A New Approach to the Economic Analysis of Nonstationary Time Series.
Econometrica, 57(2), 357�384.

⊡ Merton, R. (1976). Option Pricing When Underlying Stock Returns Are Discontinuous. J. of
Financial Economics, 3, 125�144.

⊡ Barndor�-Nielsen, O. & Shephard, N. (2001). Non-Gaussian Ornstein�Uhlenbeck-Based Models.
JRSS B, 63(2), 167�241.

Statistica Piet,elor Financiare



Bibliogra�e 112

Bibliogra�e III

Testare s, i select, ie de modele

⊡ Vuong, Q. H. (1989). Likelihood Ratio Tests for Model Selection and Non-Nested Hypotheses.
Econometrica, 57(2), 307�333.

⊡ Fissler, T. & Ziegel, J. F. (2016). Higher Order Elicitability and Osband's Principle. Annals of
Statistics, 44(4), 1680�1707.

Resurse online s, i cod

⊡ Quantlet: https://quantlet.com ≻ Platform  de cod pentru metode cantitative
⊡ Quantinar: https://quantinar.com ≻ Platform  de înv t,are pentru metode cantitative
⊡ GitHub SFM: https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02 ≻ Cod

Python capitol 2
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Bibliogra�e IV

Referint,e recente (2020�2025)

⊡ Kelly, B., Jiang, H. & Pruitt, S. (2022). Tail Risk and Asset Prices. Rev. Fin. Studies, 35(5),
2254�2295.

⊡ Bollerslev, T. & Todorov, V. (2023). The Jump Tails of Asset Returns. Econometrica
(forthcoming).

⊡ Aas, K. et al. (2009). Pair-Copula Constructions of Multiple Dependence. IME, 44(2), 182�198.
⊡ Taylor, J.W. (2019). Forecasting VaR and ES Using the Asymmetric Laplace Distribution. JBES,

37(1), 121�133.

Evenimente recente relevante

⊡ Covid-19 (mar. 2020): S&P 500 −12% într-o zi; al 3-lea cel mai grav eveniment din istorie
⊡ FTX/crypto (nov. 2022): Pr bus, ire de −65% în 48h; cozi groase extreme
⊡ SVB (mar. 2023): Contagiune bancar ; risc de coad  în sectorul �nanciar
⊡ Lect

,
ia: Modelele cu cozi groase sunt esent

,
iale, nu opt, ionale
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Idei esent, iale � Ce trebuie s  ret, inet, i din acest capitol

5 lect, ii fundamentale

1. Distribut, ia normal  subestimeaz  sistematic riscul de coad 
2. Student-t (ν̂ ∈ [3, 8]) capteaz  cozile groase cu un singur parametru suplimentar; câs,tig  decisiv pe

AIC/BIC
3. Pareto s, i legile de putere uni�c  teoria cozilor: α conecteaz  Student-t, distribut, iile stabile s, i EVT
4. ES este mai informativ decât VaR � Normal subestimeaz  ES cu 30�50%
5. Alegerea distribut

,
iei determin  direct capitalul de reglementare: Basel III FRTB (2023) impune ES

2,5%

Preg tire pentru capitolele urm toare

⊡ Cap. 3: Distribut, ii stabile, skew-t, GED � asimetrie s, i cozi mai groase
⊡ Cap. 4: Teoria Valorilor Extreme (EVT) � Pareto generalizat , praguri
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Lectur  recomandat  pe nivele

Y3 � Lectur  minim 

⊡ McNeil et al. (2015), Cap. 2.1�2.2; Cont (2001), �1�3; exercit, iile 1�3 din curs

MSc � Lectur  suplimentar 

⊡ + McNeil et al. (2015), Cap. 2.3�2.4 (MLE, select, ia modelului); Fama (1965); exercit, iul 4 s, i studiul de
caz complet

PhD � Lectur  avansat 

⊡ + Nolan (2020), Cap. 1; Mandelbrot (1963); Kelly et al. (2022); slide-urile Wasserstein s, i m suri
robuste
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Frontiere: Machine Learning s, i distribut, iile �nanciare

Ret,ele neuronale pentru estimarea densit t, ii

⊡ Normalizing Flows (Rezende & Mohamed, 2015): transform ri invertibile fθ care mapeaz  N(0, 1)
într-o distribut, ie complex ; capteaz  asimetrie s, i cozi groase

⊡ Mixture Density Networks (Bishop, 1994): ret,eaua produce parametrii (µk , σk , πk) unei mixturi
condit, ionale � generalizare a Student-t

⊡ DeepVaR / DeepES: estimarea cuantilelor condit, ionale via quantile regression neuronal  (Taylor, 2019)

Conexiune cu acest capitol

⊡ Distribut, iile clasice r mân benchmark-uri indispensabile; ML le generalizeaz 
⊡ Un Normalizing Flow antrenat pe date �nanciare redescoper  automat cozile groase
⊡ Provocare: interpretabilitate � ν̂ = 4,5 e mai us,or de explicat unui regulator decât 50 de straturi

neuronale
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Bilet de ies, ire (Exit Ticket) (1 minut)

Completat, i înainte de a pleca (anonim, pe hârtie sau online)

1. Un lucru clar: Ce concept din cursul de azi at, i înt,eles cel mai bine?

2. Un lucru neclar: Ce concept necesit  mai mult  clari�care?

3. O întrebare: Ce întrebare at, i dori s  explorat, i mai departe?

De ce facem acest exercit, iu?

⊡ R spunsurile anonime ajusteaz  cont, inutul urm torului curs
⊡ Cercet rile arat  c  re�ect, ia imediat dup  curs cres,te retent, ia cu 20�40% (Roediger & Butler, 2011)
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V  Mult,umim!

Întreb ri?

Materialele cursului sunt disponibile la: https://danpele.github.io/SFM/

Quantlet Quantinar

Statistica Piet,elor Financiare
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