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0.

Ghid de studiu — Cum s3 folositi materialele

Inainte de curs (pre-reading) Dupd curs (review)
[0 Nolan (2020), Cap. 1 (20 pag.) [ Refaceti exercitiile din slide-uri fara a privi
[ Mandelbrot (1963), primele 10 pag. rezolvdrile
[ Optional: Samorodnitsky & Taqqu (1994), Cap. [J Rulati notebook-ul Quantlet
1 SFM_ch2_stable_distributions

[ Completati testele grild din seminar ca
auto-evaluare

Resurse digitale

[J Slide-uri + cod: https://danpele.github.io/SFM/

[ Quantlet-uri interactive: https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02
[0 Forum de discutii: Platforma e-learning ASE
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https://danpele.github.io/SFM/
https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02

Obiective de invitare

La sfarsitul acestui capitol, veti fi capabili sa:

1.
2.
3.
4.
Do
6.

Definiti distributiile a-stabile si explicati cei patru parametri (a, 3,7, )

Enuntati Teorema Limit3 Centrald Generalizatd (TLCG) si rolul distributiilor stabile
Explicati de ce varianta poate fi infinitd (o < 2) si implicatiile pentru teoria Markowitz
Estimati parametrii stabili prin MLE si interpretati rezultatele

Comparati distributiile stabile cu Normala si Student-t (cozi, momente, proprietati)

Descrieti procesele Lévy stabile si distributiile stabile temperate
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Cuprins

[J Definitie si parametri [J Estimare si analiz3 cross-asset
[J Varianta infinita [J Stabild vs. Student-t

[J Ajustare pe date financiare (] Procese Lévy

[J Functia caracteristicd (] Stabile temperate

[ TLCG [J Anexa: Aprofundare
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1. Distributii stabile (c-stabile)

Ce este o distributie stabils?

Definitie 1 (Distributie stabild — Intuitiv)
O distributie este stabila dacd suma de copii i.i.d. are aceeasi form3 (pan3 la locatie si scald). Formal,
X ~ S(a, B,7,0) daca pentru copii i.i.d. X1, Xa:

aXi+bXo 2 X +d, c=(a%+ bV,

(1 Patru parametri:
» « € (0,2]: indicele de stabilitate (grosimea cozilor) — a mai mic = cozi mai groase

» (€ [-1,1]: asimetrie
» 7 > 0: scala
» 0 € R: locatie
[0 Cazuri speciale: « = 2 (Gaussiani), a = 1, 8 = 0 (Cauchy)
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1. Distributii stabile (c-stabile)

Densitatile a-stabile — Efectul lui «

a-stable PDF Sq(B, v, 6)

0.5

0.4

0.3

f(x)

0.2

0.1

0.0 T T T T T
-4 =2 0 2 4

—— a=2 (Gaussian) == a=158=0 —- a=1(Cauchy) ces @=17,=-05 —— a=0.5(L\'{e}vy)
[ o = 2: Gaussiana; « < 2: cozi lege putere f(x) ~ |x|~(+%)
[0 o = 1: Cauchy (E[|X]|] = 0); [ # 0: introduce asimetrie
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1. Distributii stabile (c-stabile)

De ce varianta poate sd nu existe

[ Pentru a < 2: E[|X|?] < co dacd si numai dacd p < «

[ n particular, E[X?] = co cand o < 2 — varianta nu exista

[J Varianta esantionului nu converge la o constant3; creste odatd cu n

[ Mandelbrot (1963): variatiile pretului bumbacului urmeaz3a legi stabile cu o ~ 1,7

[ Estimari tipice pentru randamente financiare: & € [1,5; 1,9]
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1. Distributii stabile (c-stabile)

Varianta esantionului — convergent3 vs. divergenta

‘Sample variance convergence

0 1000 2000 3000 4000 5000
Sample size n

—— Normal (finite 0?) —— Stable (@=1.7, 02 =x)

—— Student-t (v = 4, finite 02)

Schimbare de paradigm3

[J Dacd a < 2, teoria medie-variantd (Markowitz) se prabuseste: varianta nu este o m3surd semnificativa
de risc
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https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02/SFM_ch2_stable_distributions

1. Distributii stabile (c-stabile)

Ajustarea stabils pe S&P 500

S\&P 500 Log-Returns: Stable vs Normal Fit

{ [a=1537
41
n=6,537

Density (log scale)

-0.05 000
Log-return
W S\&P500logetums  —— Stable (@=1.54) == Normal

Q SFM_ch2 stable distributions
[J Distributia stabild surprinde cozile groase mai bine decat distributia normal3
[] & ~ 1,7 estimat pentru randamentele zilnice S&P 500
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1. Distributii stabile (c-stabile)

10

Stabild vs. Normald vs. Student-t

A.Right Tail: P(X > x)

PO x) log scale)

F,

B. Loft Tail: P(X < )

Q SFM_ch2_stable _distributions

Normala Student-t Stabila
Descresterea cozii (PDF) e/ x|~ |x|7t
Varianta Finit3 Finita (v > 2) Infinitd (o < 2)
Tnchis3 la sum3 Da Nu Da
Limitd TLC TLC = TLCG
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1. Distributii stabile (a-stabile) 11

Functia caracteristica

[ Distributia stabils este definitd prin functia caracteristica (parametrizarea Nolan S*, o # 1):

#(t) = E[e™] = exp{ 0% |t\o‘(1 — ifsign(t) tan —) 16t}

[ Cazul o =1:
o(t) = exp{—’y\t| <1 + iﬁg sign(t) In |t|> 4 i(5t}
™
[] Fara PDF in forma inchisa in general (exceptii: Gaussian3, Cauchy, Lévy)

[] Densitatea prin transformata Fourier inversd: f(x) = 5= [ ¢(t) e ™ dt
[ Evaluare numerica: algoritmul lui Nolan (1997)

[0 Utilizim parametrizarea S*(cv, 3,7, 6) a lui Nolan (1997) in tot capitolul

[ scipy.stats.levy_stable foloseste parametrizarea S° — atentie la conversie!
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1. Distributii stabile (a-stabile) 12

Teorema Limit3 Central3 Generalizat3

Teoremd 1 (TLCG)

Distributiile stabile sunt singurele limite non-degenerate posibile ale sumelor normalizate:

2200 % 5(a,6,7,0)

unde S, = X1 + - -+ + X, pentru X; i.i.d.

[ TLC clasicd: a = 2 (necesita varianta finit3)

[ TLCG: a < 2 (permite varianta infinita)

[J Proprietatea de stabilitate: Sumele de v.a. stabile i.i.d. raman stabile cu acelasi «
[J Cozi tip lege putere: P(X > x) ~ Co(1+ 8)x~ ¢ cand x — oo
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1. Distributii stabile (a-stabile)

13

PDF-uri stabile —

Variind «

A. Stable PDFs (linear scale)

B. Stable PDFs (log scale)

— a=0s@tew) — a=15
a=10(Couchy) — a=2.0 Goussian)

[J o mai mic = cozi mai groase, varf mai ascutit

[J a = 2: Gaussiand; a = 1: Cauchy

[J Randamente financiare: & € [1,5; 1,9]

— a=05(tew) — a=15
@=10(Cowely) — @=2.0 (Gaussian)

Q SFM_ch2_stable_distributions
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1. Distributii stabile (a-stabile)

14

Estimare si analizd cross-asset

Metode de estimare Stability Index by Asset Class

[ Metoda cuantilelor McCulloch (rapids,
consistentd)
[0 MLE (Nolan, 1997) — cea mai eficienta

[J Metode bazate pe functia caracteristicd (Kogon
& Williams, 1998)

Stabilty index &

o o B >

[J &~ 1,7 pentru S&P 500; & ~ 1,5 pentru Bitcoin; & =~ 1,8 pentru FX

[ « < 2 pentru toate clasele majore de active = varianta infinitd este ubicu3

.
o8 o 05\«‘!‘”\

Q SFM_ch2_stable distributions
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1. Distributii stabile (c-stabile)

Qlgtabil VS. i) — Reconciliere

MLE pe toata distributia Estimatorul Hill (doar coada)

B Gstabit = 1,7 (S&P 500)
[ Capteazd comportamentul global

O Awin ~ 3-4 (S&P 500)

(] Estimeaz3 doar indexul de coada
[ Include centrul + cozile (] Foloseste doar observatiile extreme
[J Implicd variant3 infinitd (o < 2) [ Implicd variant3 finitd (o > 2)

Reconciliere: distributii stabile temperate

[ Conflictul Astabit 7 Guin este aparent: cele doud estimeaza cantitati diferite

[J Distributiile stabile temperate (CGMY) rezolva paradoxul: comportament stabil pentru x moderat, dar
cozi cu decddere exponential-multiplicat3d

[J Referinte: McCulloch (1997), Grabchak & Samorodnitsky (2010)
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1. Distributii stabile (a-stabile) 16

Variatie regulatd si domeniu de atractie

Definitie 2 (Variatie regulats)

L:(0,00) — (0,00) este lent variabila la infinit dacd limx_ o L(tx)/L(x) =1 pentru orice t > 0. O
functie f este regulat variabila cu indice p dac3 f(x) = x”L(x).

Teorem3 2 (Domeniul de atractie)

F apartine domeniului de atractie al S(a, 3,1,0) dacd si numai daca:
1. F(x) = x~“L(x) (cozi regulat variabile)
Fx) 148

2. Conditia de eChilier: Ilmx_)oo m = 3

Variatia regulatd fundamenteaza teoria EV'T si determind daca estimatorul Hill este consistent.
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1. Distributii stabile (a-stabile) 17

Procese Lévy

[J Un proces Lévy {L;:}+>o are cresteri stationare independente
O Ly ~ S(a, B,7,0) defineste un proces Lévy stabil
(] Descompunerea Lévy-Ito:

Lt:bt+UWt+/

[x|<1

xl\~l(t“7 dx)—i—/ x N(t, dx)

[x|>1

[J Masura Lévy a unui proces stabil:

=@=1il
CyX dx x>0
v(dx) = -
c—|x| dx x<0

[] Activitate infinitd: infinit de multe salturi mici Tn orice interval finit

Observatie 2 (De ce conteaza?)

[J Procesele Lévy sunt fundamentul evaluarii optiunilor cu salturi; Black—Scholes = v =0

[J Componenta de salt explicd zambetul volatilitatii
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1. Distributii stabile (a-stabile) 18

Distributii stabile temperate

[J Problema: Distributiile stabile pure au varianti infinitdi — incomod pentru unele aplicatii
[J Solutie: Distributii stabile temperate — modificim masura Lévy:
v(dx) = c|x| 7 te M dx

[J P&streaza comportamentul de coad3d grea pentru x moderat dar garanteaza momente finite

[J Temperarea exponentiald elimind coada extremd = toate momentele existd
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1. Distributii stabile (c-stabile)

19

Stabil3d vs. Student-t: Marea dezbatere

Stabila Student-t
Indice de coad3 o v
Momente finite p<a p<v
fnchis3 la sum3 Da Nu
Limitd TLCG Da Nu
Varianta oo (a0 < 2) Finitd (v > 2)
Estimare Mai dificild (fird PDF)  MLE standard

[] Dezbatere istorici: Mandelbrot—Fama (stabile) vs. Praetz—Blattberg—Gonedes (Student-t)
[J Viziunea modernd: ambele surprind cozi tip lege putere; alegerea depinde de aplicatie

Q SFM_ch2_stable_distributions
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1. Distributii stabile (c-stabile) 20

Exemplu: Interpretarea parametrilor stabili

Exercitiu: MLE pe S&P 500 (2000-2023)
a=1,70, 3 = —0,10, 4 = 0,0058, 5= 0,0003. Interpretati parametrii.

Interpretare

=l x2/2

jo)

= 1,70 < 2: variant3 infinitd — cozile descresc ca |x|~*"°

, mai lent decat e~

=

[J 8= —0,10 < 0: usoar3 asimetrie la stdnga — coada pierdere mai grea
[0 4 = 0,0058: parametru de scala (analog o, dar 02 = c0)
[0 § = 0,0003: locatia (randamentul mediu zilnic ~ 0,03%)

Consecinta

[ Dacd o = 1,70, P(|r| > 59) este de ~12x mai mare decat sub distributia normala
[J Markowitz medie-variant3 nu este valida
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1. Distributii stabile (c-stabile) 21

Opriti-va si ganditi-va (auto-evaluare)

Verificare rapidd — Distributii stabile

1. O distributie stabild cu aw = 1,7 are variant3 finitd? Dar medie?

2. Mandelbrot a propus distributii stabile pentru randamente. Dacd a < 2, ce implicatie are pentru teoria
lui Markowitz (medie-variant3)?

3. Pe S&P 500, & ~ 1,7. Probabilitatea P(|r| > 5%) este de ~12Xx mai mare decat sub normali. Ce
inseamn3 aceasta practic?

Raspunsuri

1. Varianta: nu (o < 2 = varianta infinitd). Medie: da (a > 1).
2. Markowitz nu este valid: necesitad varianta finitd. Trebuie optimizare bazatd pe alte masuri de risc
(CVaR, spectral).

3. Evenimentele extreme (crize) sunt mult mai frecvente decat prezice modelul Gaussian — capitalul
regulamentar trebuie ajustat.
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2. Quiz 22

Intrebarea 1

Intrebare

[J Care proprietate face distributiile a-stabile unice din punct de vedere teoretic?
Variante de raspuns

(A) Au cozi exponentiale (scad rapid)

(B) Sunt singurele limite posibile ale sumelor normalizate (TLCG)

(C) Au intotdeauna variant3 finita

(D) Sunt intotdeauna simetrice
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2. Quiz 23

Tntrebarea 1: Rispuns

Raspuns: (B)

[J Teorema Limitd Centrald Generalizatd (TLCG) aratd c3 distributiile stabile sunt singurele limite
posibile ale sumelor normalizate de v.a. i.i.d.

[1 (A) este invers: distributiile stabile cu oo < 2 au cozi groase (lege putere), nu exponentiale.
[ (C) este gresit: pentru a < 2, varianta este infinit3.

[J (D) este gresit: parametrul 8 € [—1,1] controleaza asimetria.
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2. Quiz

24

Intrebarea 2

Intrebare

[0 Un portofoliu de $10M are VaR zilnic la 1% de: $230k (normald), $380k (Student-t, v = 5),
$520k (stabild, o = 1,7). Ce concluzie trageti?

Variante de raspuns

(A) Distributia normal3 este cea mai conservatoare
(B) Alegerea distributiei nu afecteazd semnificativ VaR
(C) Subestimarea riscului de coad3 sub ipoteza normala poate fi de 2x sau mai mult

(D) Distributia stabild subestimeaza intotdeauna riscul
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2. Quiz 25

Tntrebarea 2: Rispuns

Raspuns: (C)
[J VaR normald = $230k, VaR stabild = $520k = raportul este 520/230 =~ 2,3 x.
[ Distributia normal3 subestimeaza riscul, nu este conservatoare (elimind A).

[0 Diferenta de $290k (= 520 — 230) este foarte semnificativa din perspectiva capitalului (elimind B).
[] Aceasta demonstreazi de ce Basel Ill impune modele cu cozi groase.
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3. Exercitii de examen

Exercitiul 1: Distributii stabile

Enunt

Un cercetdtor ajusteaza o distributie stabild pe randamentele Bitcoin si obtine
(&, 8,%,0) = (1,72; —0,15; 0,008; 0,001).

1. Interpretati fiecare parametru economic: ce spun «, 3, v, 67
2. Aceastd distributie are varianta finita? Justificati.

3. Cum se compar3 cozile cu cele ale distributiei normale?

4

. Ce implicd 8 = —0,15 pentru asimetria riscului?

De retinut
a € (0,2]: indice de stabilitate (greutatea cozilor); 8 € [—1,1]: asimetrie; v > 0: scala; ¢: locatie.
Varianta finitd doar dacd o = 2.
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4. Rezolvari exercitii 27

Exercitiul 1: Rezolvare

Rezolvare

Date: (d,Bﬁ,S) = (1,72, —0,15, 0,008, 0,001).
1. Interpretare:

[J a = 1,72: cozi groase (mai groase decat distributia normald, o = 2); mai aproape de Cauchy (o = 1)
[0 B8 = —0,15: asimetrie negativd (coada stdngd mai grea = pierderi extreme mai probabile)

[0 v = 0,008: parametru de scal3 (similar deviatiei standard)

[0 § = 0,001: locatie (aproape de zero, randament mediu zilnic)

2. « = 1,72 < 2 = varianta infinita. Doar momentele de ordin p < 1,72 sunt finite.
3. Cozile scad ca |x| 71"~ =
mai probabile.

4. 5 < 0: coada stang3 este mai grea decat coada dreaptd = riscul de pierdere este asimetric.

2 . .
|x| 7272 vs. e ¥ /2 (normal3). Mult mai lent = evenimente extreme mult
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4. Rezolvari exercitii 28

Laborator Python — Distributii stabile

Lab: Estimare si comparatie

Rulati SFM_ch2_stable_distributions.ipynb:

1. Estimati (d,,@,ﬁ,g) pe randamente S&P 500

2. Grafic PDF stabild vs. normal3 vs. Student-t

3. Calculati VaR 1% sub toate cele trei modele. Raportati diferentele

Q SFM_ch2_stable _distributions

Teme pentru acasa

1. Descarcati date zilnice pentru o actiune. Ajustati distributia stabil3 prin MLE. Raportati (&, 3,4, ).

S

Comparati graficul QQ sub distributia normal3, Student-t si stabild. Care model surprinde cel mai bine
cozile?

3. Calculati VaR 1% sub fiecare model. Raportati diferentele procentuale.
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5. Anexa: Aprofundare — Distributii stabile

29

Anexd: Variatie regulatd de ordin secund

Definitie 3 (Variatie regulat3d de ordin secund)

O functie de supravietuire F satisface conditia de variatie regulats de ordin secund dac3:
E =@ b, p
F(x)=x “L(x) 14+ =x"+0o(x") ], x— 00
p
unde p < 0 este parametrul de ordin secund si b # 0.

[] p controleaza rata de convergenta citre comportamentul asimptotic tip lege putere
[J |p| mic = convergent3 lentd = bias mare al estimatorului Hill
[J |p| mare = convergentd rapidd = estimatorul Hill este fiabil cu mai putine date extreme
- : CHill- Riac(AL) A~ b —p/app/a
[ Bias-ul estimatorului Hill: Bias(dn) ~ s>k n
[ Alegerea optimald a k depinde de p — Referinte: Hall (1982), de Haan & Stadtmiiller (1996)
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5. Anexa: Aprofundare — Distributii stabile 30

Anexi: Modelul CGMY si evaluarea optiunilor

Definitie 4 (Procesul CGMY (Carr, Geman, Madan, Yor, 2002))

Masura Lévy:
—G|x| —Mx

€]
1><<0 dx + CW

@

W 1X>0 dX

v(dx) = C
Functia caracteristica:

Ing(u) = CT(=Y) [(M —iu)’ =M+ (G +iv) — GY]

[0 C > 0: intensitatea salturilor; G, M > 0: tempering; Y € (—o0,2): activitatea salturilor
[ G # M = asimetrie; Y > 0 = activitate infinitd; momente finite + cozi groase
efrT

[ Pretul optiunii: C(K) = 5 [ e~ 21! gy (Carr & Madan, 1999)
[J CGMY explicad zambetul volatilitdtii fard a recurge la volatilitate stochasticd
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5. Anexa: Aprofundare — Distributii stabile 31

Criterii de evaluare — Exercitii si proiect

Grila de notare (aplicabild la examen si proiect)

Nivel Calcul Interpretare

9-10  Formule + calcule corecte, complete  Leagd de decizia de business

7-8 Formule corecte, erori minore Interpretare corectd, superficial3d
5-6 Formula corectd, greseli de aplicare Repetd definitia fard context
<5 Formula gresitd sau lipsd Fard interpretare

Pondere evaluare

[] Examen scris: 70%  Proiect individual: 20%  Participare activd: 10%
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5. Anexd: Aprofundare — Distributii stabile

Lecturd recomandata pe nivele

— Lecturd minim3

[ Nolan (2020), Cap. 1.1-1.3 (definitie, parametri, cazuri speciale); exercitiul din curs

— Lectura suplimentar3

[ + Nolan (2020), Cap. 1-2 complet; Mandelbrot (1963); estimare MLE si comparatie cross-asset

— Lecturd avansatd

[0 + Samorodnitsky & Taqqu (1994), Cap. 1-2; procese Lévy; CGMY; slide-urile Anex3
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5. Anexa: Aprofundare — Distributii stabile

Bilet de iesire (Exit Ticket) (1 minut)

Completati inainte de a pleca (anonim, pe hartie sau online)

1. Un lucru clar: Ce concept din cursul de azi ati inteles cel mai bine?
2. Un lucru neclar: Ce concept necesitd mai mult3 clarificare?

3. O intrebare: Ce intrebare ati dori s3 explorati mai departe?

De ce facem acest exercitiu?

[J R&spunsurile anonime ajusteaza continutul urmatorului curs

[ Cercetarile arata c3 reflectia imediat dupa curs creste retentia cu 20-40% (Roediger & Butler, 2011)
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Manuale de referint3

[0 Nolan, J. P. (2020). Stable Distributions — Models for Heavy Tailed Data. Birkhiuser.

[ Samorodnitsky, G. & Taqqu, M. S. (1994). Stable Non-Gaussian Random Processes. Chapman &
Hall.

[0 Rachev, S. T. (2003). Handbook of Heavy Tailed Distributions in Finance. Elsevier.

Articole fundamentale

[0 Mandelbrot, B. (1963). The Variation of Certain Speculative Prices. Journal of Business, 36(4),
394-4109.

[0 Fama, E. (1965). The Behavior of Stock-Market Prices. Journal of Business, 38(1), 34-105.
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Bibliografie I

Estimare si aplicatii

[0 McCulloch, J. H. (1986). Simple Consistent Estimators of Stable Distribution Parameters.
Comm. in Statistics — Simulation and Computation, 15(4), 1109-1136.

[J Carr, P.,, Geman, H., Madan, D. B. & Yor, M. (2002). The Fine Structure of Asset Returns.
Journal of Business, 75(2), 305-332.

[0 Grabchak, M. & Samorodnitsky, G. (2010). Do Financial Returns Have Finite or Infinite
Variance? Journal of Applied Probability, 47(1), 103-118.

Resurse online si cod

[J Quantlet: https://quantlet.com > Platforma de cod pentru metode cantitative

[J Quantinar: https://quantinar.com > Platform3d de invitare pentru metode cantitative

(] GitHub SFM: https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02 > Cod
Python
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V3 Multumim!
Intreb3ri?

Materialele cursului sunt disponibile la: https://danpele.github.io/SFM/

Q Quantlet @ Quantinar
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