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Obiective de invitare

La sfarsitul acestui curs, veti fi capabili sa:

Explicati rolul distributiilor asimetrice (skew-t, GED) in modelarea financiar3
Interpretati parametrii distributiilor a-stabile si implicatiile lor

Aplicati Teorema Limitd Centrald Generalizat3 si distributiile stabile

Utilizati Teoria Valorilor Extreme (GEV, GPD, metoda POT)

Calculati VaR si ES bazate pe EVT
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Cuprins

[J Distributii asimetrice

[J Distributii stabile (a-stabile)

[ Teoria Valorilor Extreme (EVT)
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1. Distributii asimetrice

De ce conteaz3d asimetria

[J Asimetrie negativd in randamentele actiunilor: riscul descendent este mai mare decit potentialul
ascendent

Asimetria m3soar3 lipsa de simetrie: S = E[(X — pu)?]/c®
Distributiile simetrice (normal3, Student-t) atribuie probabilitate egald cozii stingi si drepte

Dar empiric: coada stangd a randamentelor actiunilor este mai grea decat cea dreapta

=2 @ =@ @

Avem nevoie de distributii care pot distinge comportamentul cozii stangi de cel al cozii drepte

Implicatie pentru risc

[J Ignorarea asimetriei duce la subestimarea riscului descendent

[J Un model simetric cu kurtosis corectd aloca totusi gresit probabilitatea intre cele doud cozi
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1. Distributii asimetrice

Asimetria Tn randamentele financiare

Clasa de active Asimetrie tipica Implicatie

Indici de actiuni —0,1la —0,5 Coada stangd mai grea
Actiuni individuale —0,31la —1,0 Risc mare de prabusire

FX majore ~0 Aproximativ simetricd

Marfuri Mixt Depinde de socurile de ofert3
Obligatiuni Usor pozitiva Coada dreapt3 (salturi de randament)

[ Asimetria afecteazd VaR 1%: o distributie asimetric3 la stdnga are o cuantild stingd mai extrem3 decat
o distributie simetricd cu aceeasi variant3
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1. Distributii asimetrice

Distributia Student-t asimetricd (Hansen)

Definitie 1 (Student-t asimetricd Hansen (Hansen, 1994))

o\ —(vH1)/2
bc(l—l—yi2 (iﬁ*j)) x < —a/b
f(x;v,A\) =

—(v+1)/2
be(1+ 74 (25)) x> —a/b

de \ € (—1,1) este parametrul de asimetrie, a = 4\c%=2, b =1 32— 2%, c= /)
un ( ) parametru imetri = + Jrl=2) [ /2)

[J A = 0: Student-t simetrici; A < 0: coada stingd mai grea

[J Comportament asimptotic: coada stangd ~ |x|~~1(1 — \)"*!, coada dreaptd ~ x~“ (1 + \)**!
[J X < 0 = coada stdngd mai grea (risc de pierdere mai mare)

[J Utilizata frecvent ca distributie a inovatiilor GARCH
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1. Distributii asimetrice

Densitatile skew-t — Efectul parametrului A

Hansen's skew-t PDF (v =5, various A)

= A =0 (symmetric) == A=-0.3 (left skew) ==+ A=0.3 (right skew) <+=+ A=-0.6 (strong left skew)

[ X < 0: coada stanga mai grea (tipic pentru actiuni)
[J A > 0: coada dreapta mai grea
[ Cu cat |\| este mai mare, cu atat asimetria este mai pronuntata
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1. Distributii asimetrice

Distributia erorilor generalizate (GED)

Definitie 2 (GED — forma standardizat)

f(x;v) = mexp<— K V)7 v >0,

unde A\ = /2-2/¥T(1/v) /T(3/v) asigurd Var(X) = 1.

[ v = 2: distributia normald; v = 1: Laplace (exponentiald dubl3)
[J v < 2: cozi mai groase decat distributia normald; v > 2: cozi mai subtiri
[J Controleaza grosimea cozilor printr-un singur parametru

[J Populard in modele GARCH: GARCH-GED

Estimare MLE

[J Atat pentru Student-t asimetrica cat si pentru GED, parametrii se estimeaz3 prin verosimilitate maxim3

[0 Se compara prin AIC/BIC
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1. Distributii asimetrice

Compararea distributiilor asimetrice

Distributie Parametri  Asimetrie Tip coada
Normala W, o 0 Exponentiala
Student-t W, o,V 0 Lege putere
Student-t asim.  u,o,v, A #0 Lege putere (asim.)
GED W, o,V 0 Exponentiald generalizat3d
NIG a, B,6, p #0 Semi-grea

(] Mai multi parametri = ajustare mai buna dar risc de supraajustare
[ AIC/BIC echilibreaza calitatea ajustarii cu complexitatea

[J Pentru randamente zilnice de actiuni: Student-t asimetrica domin3d adesea
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1. Distributii asimetrice

10

Familia hiperbolicd generalizats

[J Distributia hiperbolica generalizata (GH): cinci parametri (A, o, 3, 9, 1)
[ PDF: NP
f(x) oc (6% + (x — p)?) Kx—1/2 (a\/(SZ +(x — u)z) ePt=m

unde K, este functia Bessel modificatd de speta a doua

(1 Cazuri speciale:
» Hiperbolica: A\ =1
» NIG (Normal Inverse Gaussiand): A = —1/2
» VG (Variance Gamma): § — 0
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1. Distributii asimetrice 11

Mixturi normale medie-variant3

[J GH ca mixtura normala medie-varianta:
X | W~ N(u+ BW, W), W ~GIG(\,3,7)

unde GIG este distributia Gaussiana Inversa Generalizata
[0 Barndorff-Nielsen (1977): ajustare empiricd excelentd pe date financiare
[ Tnchidere afina: distributiile GH sunt inchise la transformari afine
[J GH multivariata: tratabils pentru probleme de portofoliu
[ Conexiunea cu procesele Lévy: distributiile GH sunt infinit divizibile = procese Lévy GH

Observatie 1 (De ce conteaza?)

[J Familia GH este utilizatd pe scard largd in managementul riscului de portofoliu
[0 Deutsche Bank, JP Morgan si alte institutii o folosesc pentru modelarea multivariatd a randamentelor

[0 Cazul special NIG oferd cel mai bun compromis precizie/tratabilitate
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1. Distributii asimetrice 12
Vizualizarea asimetriei — Date reale S&P 500
Linear scale Logarithmic scale
60
10° 4
50 4
407 5 109 T
2 2 left tail
§ 30 z
a é .
20 4 10 9
10 4
10" 4
0 T T T T T 1 T T T T T 1
-0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06 -0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06
Daily log-return Daily log-return
S&P500 —— Normal —— Student-t(v=2.6) —— Skewed (a=-1.00)
[ Pe scala logaritmica, diferentele in cozi devin vizibile Q sFM_ch2_skew_t

[0 Coada stanga: asimetricd > Student-t > normald = VaR subestimat fara asimetrie
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https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02/SFM_ch2_asymmetric_distributions

1. Distributii asimetrice

Exemplu: Impactul asimetriei asupra VaR

Portofoliu $1M, 0=1,5%, v=5. VaR 1%: Student-t simetricd (A=0) vs. asim. (A=-0,3).

Rezolvare
Model 20,01 VaR 1% § pierdere
Normal —2,326 3,49% $34.890
Student-t sim. (v=5) —3,365 5,05% $50.475

Student-t asim. (\=—0,3) —3,87  581%  $58.050

[0 Trecerea de la simetric3 la asimetricd creste VaR cu 15%
[J Asimetria negativad ,deplaseazd” masa probabilisticd spre pierderi mari

[J Capitalul necesar creste cu $7.575 doar din efectul asimetriei
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2. Distributii stabile (c-stabile) 14

Ce este o distributie stabils?

Definitie 3 (Distributie stabild — Intuitiv)
O distributie este stabila dacd suma de copii i.i.d. are aceeasi form3 (pan3 la locatie si scald). Formal,
X ~ S(a, B,7,0) daca pentru copii i.i.d. X1, Xa:

aXi+bXo 2 X +d, c=(a%+ bV,

(1 Patru parametri:
» « € (0,2]: indicele de stabilitate (grosimea cozilor) — a mai mic = cozi mai groase

» (€ [-1,1]: asimetrie
» 7 > 0: scala
» 0 € R: locatie
[0 Cazuri speciale: « = 2 (Gaussiani), a = 1, 8 = 0 (Cauchy)
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2. Distributii stabile (a-stabile)

15

Densititile a-stabile — Efectul lui «

a-stable PDF Sq(B, v, 6)

0.5

0.4

0.3

f(x)

0.2

0.1

0.0 T T T T T
-4 =2 0 2 4

—— a=2 (Gaussian) == a=158=0 =+ a=1(Cauchy) ces @=17,=-05 —— a=0.5(L\'{e}vy)
[ o = 2: Gaussiana; « < 2: cozi lege putere (power law) f(x) ~ |x|~(+<)
[0 o = 1: Cauchy (E[|X]|] = o0); [ # 0: introduce asimetrie
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2. Distributii stabile (a-stabile)

16

De ce varianta poate sd nu existe

[ Pentru a < 2: E[|X|?] < co dacd si numai dacd p < «

[ n particular, E[X?] = co cand o < 2 — varianta nu exista

[J Varianta esantionului nu converge la o constant3; creste odatd cu n

[ Mandelbrot (1963): variatiile pretului bumbacului urmeaz3a legi stabile cu o ~ 1,7

[ Estimari tipice pentru randamente financiare: & € [1,5; 1,9]
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2. Distributii stabile (a-stabile) 17

Varianta esantionului — convergent3 vs. divergenta

‘Sample variance convergence

0 1000 2000 3000 4000 5000
Sample size n

—— Normal (finite 0?) —— Stable (@=1.7, 02 =x)

—— Student-t (v = 4, finite 02)

Schimbare de paradigm3

[J Dacd a < 2, teoria medie-variantd (Markowitz) se prabuseste: varianta nu este o m3surd semnificativa
de risc
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2. Distributii stabile (a-stabile) 18

Ajustarea stabils pe S&P 500

S\&P 500 Log-Returns: Stable vs Normal Fit

Density (log scale)

-0.05 000
Log-return
W S\&P500logetums  —— Stable (@=1.54) == Normal

Q SFM_ch2_stable fit
[J Distributia stabild surprinde cozile groase mai bine decat distributia normal3
[] & ~ 1,7 estimat pentru randamentele zilnice S&P 500
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2. Distributii stabile (a-stabile)

19

Stabild vs. Normald vs. Student-t

A.Right Tail: P(X > x)

PO x) log scale)

POX<-x)log sale)

B. Loft Tail: P(X < )

Q SFM_ch2_dist_tails

Normala Student-t Stabila
Descresterea cozii (PDF) e/ x|~ |x|7t
Varianta Finit3 Finita (v > 2) Infinitd (o < 2)
Tnchis3 la sum3 Da Nu Da
Limitd TLC TLC = TLCG
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2. Distributii stabile (a-stabile) 20

Functia caracteristica

[ Distributia stabild este definitd prin functia caracteristica (characteristic function) (parametrizarea
Nolan S*, o # 1):

#(t) = E[e™] = exp{—fya|t\a(1 — iBsign(t) tan %) + i5t}

[ Cazul a =1:
o(t) = exp{—’y\t| <1 + iﬁ% sign(t) In |t|> + idt}
[J Fara PDF in forma inchisa in general (exceptii: Gaussiané Cauchy, Lévy)

[] Densitatea prin transformata Fourier invers3: f(x) = 5= [ ¢(t)e ™ dt
[ Evaluare numerica: algoritmul lui Nolan (1997)

[ Utilizim parametrizarea S*(a, 8,7, ) a lui Nolan (1997) in tot capitolul

[J scipy.stats.levy_stable foloseste parametrizarea S° — atentie la conversie!
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2. Distributii stabile (a-stabile) 21

Teorema Limit3 Central3 Generalizat3

Teoremd 1 (TLCG)

Distributiile stabile sunt singurele limite non-degenerate posibile ale sumelor normalizate:

2200 % 5(a,6,7,0)

unde S, = X1 + - -+ + X, pentru X; i.i.d.

[ TLC clasicd: a = 2 (necesita varianta finit3)

[ TLCG: a < 2 (permite variantd infinita (infinite variance))

[J Proprietatea de stabilitate: Sumele de v.a. stabile i.i.d. raman stabile cu acelasi «
[J Cozi tip lege putere: P(X > x) ~ Co(1+ 8)x~ ¢ cand x — oo
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2. Distributii stabile (a-stabile)

22

PDF-uri stabile —

Variind «

A. Stable PDFs (linear scale)

B. Stable PDFs (log scale)

— a=0s@tew) — a=15
a=10(Couchy) — a=2.0 Goussian)

[J o mai mic = cozi mai groase, varf mai ascutit

[J a = 2: Gaussiand; a = 1: Cauchy

[J Randamente financiare: & € [1,5; 1,9]

— a=05(tew) — a=15
@=10(Cowely) — @=2.0 (Gaussian)

Q SFM_ch2_stable_pdfs
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2. Distributii stabile (a-stabile)

23

Estimare si analizd cross-asset

Metode de estimare Stability Index by Asset Class

[ Metoda cuantilelor McCulloch (rapids,
consistentd)
[0 MLE (Nolan, 1997) — cea mai eficienta

[J Metode bazate pe functia caracteristicd (Kogon
& Williams, 1998)

Stabilty index &

o o B >

[J &~ 1,7 pentru S&P 500; & ~ 1,5 pentru Bitcoin; & =~ 1,8 pentru FX

[ « < 2 pentru toate clasele majore de active = varianta infinitd este ubicu3

o 05\«‘!‘”\

Q SFM_ch2 cross_asset
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2. Distributii stabile (a-stabile)

Qlgtabil VS. i) — Reconciliere

MLE pe toata distributia Estimatorul Hill (doar coada)

B Gstabit = 1,7 (S&P 500)
[ Capteazd comportamentul global

O Awin ~ 3-4 (S&P 500)

(] Estimeaz3 doar indexul de coada
[ Include centrul + cozile (] Foloseste doar observatiile extreme
[J Implicd variant3 infinitd (o < 2) [ Implicd variant3 finitd (o > 2)

Reconciliere: distributii stabile temperate

[ Conflictul Astabit 7 Guin este aparent: cele doud estimeaza cantitati diferite

[J Distributiile stabile temperate (CGMY) rezolva paradoxul: comportament stabil pentru x moderat, dar
cozi cu decddere exponential-multiplicat3d

[J Referinte: McCulloch (1997), Grabchak & Samorodnitsky (2010)
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2. Distributii stabile (c-stabile) 25

Variatie regulatd si domeniu de atractie

Definitie 4 (Variatie regulat3)

L:(0,00) — (0,00) este lent variabila la infinit dacd limx_ o L(tx)/L(x) =1 pentru orice t > 0. O
functie f este regulat variabila cu indice p dac3 f(x) = x”L(x).

Teorem3 2 (Domeniul de atractie)

F apartine domeniului de atractie al S(a, 3,1,0) dacd si numai daca:
1. F(x) = x~“L(x) (cozi regulat variabile)
Fx) 148

2. Conditia de eChilier: Ilmx_)oo m = 3

Variatia regulatd fundamenteaza teoria EV'T si determind daca estimatorul Hill este consistent.
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2. Distributii stabile (c-stabile) 26

Procese Lévy

[J Un proces Lévy {L;}+>o are cresteri stationare independente
O Ly ~ S(a, B,7,0) defineste un proces Lévy stabil
[] Descompunerea Lévy-Ito:

Lt:bt+O'Wt+/

[x|<1

x N(t, dx)+/ x N(t, dx)

[x|>1
[J Masura Lévy a unui proces stabil:
cx % ldx x>0
v(dx) = + I
c_|x|7*tdx x<0
[] Activitate infinitd: infinit de multe salturi mici Tn orice interval finit

Observatie 3 (De ce conteaza?)

[J Procesele Lévy sunt fundamentul evaluarii optiunilor cu salturi; Black—Scholes = v =0

[ Componenta de salt explicd zambetul volatilitatii (volatility smile)
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2. Distributii stabile (c-stabile) 27

Distributii stabile temperate

[J Problema: Distributiile stabile pure au varianti infinitdi — incomod pentru unele aplicatii
[J Solutie: Distributii stabile temperate — modificim masura Lévy:
v(dx) = c|x| 7 te M dx

[J P&streaza comportamentul de coad3d grea pentru x moderat dar garanteaza momente finite

[J Temperarea exponentiald elimind coada extremd = toate momentele existd

Statistica Pietelor Financiare ol



2. Distributii stabile (a-stabile)

28

Stabil3d vs. Student-t: Marea dezbatere

Stabila Student-t
Indice de coad3 o v
Momente finite p<a p<v
fnchis3 la sum3 Da Nu
Limitd TLCG Da Nu
Varianta oo (a0 < 2) Finitd (v > 2)
Estimare Mai dificild (fird PDF)  MLE standard

[] Dezbatere istorici: Mandelbrot—Fama (stabile) vs. Praetz—Blattberg—Gonedes (Student-t)
[J Viziunea modernd: ambele surprind cozi tip lege putere; alegerea depinde de aplicatie

Q SFM_ch2_tail _survival
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https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02/SFM_ch2_stable_distributions

2. Distributii stabile (a-stabile) 29

Exemplu: Interpretarea parametrilor stabili

Exercitiu: MLE pe S&P 500 (2000-2023)
a=1,70, 3 = —0,10, 4 = 0,0058, 5= 0,0003. Interpretati parametrii.

Interpretare

=l x2/2

jo)

= 1,70 < 2: variant3 infinitd — cozile descresc ca |x|~*"°

, mai lent decat e~

=

[J 8= —0,10 < 0: usoar3 asimetrie la stdnga — coada pierdere mai grea
[0 4 = 0,0058: parametru de scala (analog o, dar 02 = c0)
[0 § = 0,0003: locatia (randamentul mediu zilnic ~ 0,03%)

Consecinta

[ Dacd o = 1,70, P(|r| > 59) este de ~12x mai mare decat sub distributia normala
[J Markowitz medie-variant3 nu este valida
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3. Teoria Valorilor Extreme (EVT) 30

EVT — Motivatie

[J Avem nevoie de modele precise pentru evenimente extreme (crize financiare, pribusiri)
[J In loc s3 modelam intreaga distributie, EVT se concentreazi doar pe cozi

[J Indicele de coada &: un singur num3r care rezum3 grosimea cozii
» ¢ > 0: cozi groase (heavy tails, descrestere tip lege putere) — tipic pentru date financiare
» ¢ = 0: cozi exponentiale (similar cu distributia normal3)
» & < 0: cozi marginite (maximum finit)
[J Date financiare: £ > 0 confirm3 c evenimentele extreme sunt mai frecvente decat prevede distributia
normal3

[J EVT ofer3 extrapolare riguroasa matematic in cozi, chiar dincolo de datele observate
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3. Teoria Valorilor Extreme (EVT)

31

GPD — Introducere descriptiva
[ Depasirile peste un prag ridicat v tind s3 urmeze o form3 specifica:

Distributia Pareto Generalizata (GPD)

[J Ganditi-va astfel: ,dat fiind c3 s-a intdmplat ceva extrem, cat de extrem a fost?”
[J GPD are doi parametri: form3 & si scald o

[ Pentru date financiare, de reguld £ € [0,1; 0,5]

Q SFM_ch2 evt gpd
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3. Teoria Valorilor Extreme (EVT) 32

EVT in practici — Evenimente extreme

Block Maxima of Negative S\&P 500 Returns: GEV Fit

006 008
Monthly maximum loss
= Monthly block maxima (1=312)  —— GEVft (§=0771) =~ Nommal it

010

Q SFM_ch2_evt_gev
[J Maximele pe blocuri (ex.: cea mai mare pierdere lunard) urmeazi distributia GEV

[ Teoreme formale la nivel Master; VaR/ES bazate pe EVT in sectiunea de managementul riscului
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3. Teoria Valorilor Extreme (EVT) 33

Teorema Fisher—Tippett—Gnedenko

Teoremd 3 (Fisher—Tippett—Gnedenko)
Dacd M, = max(Xy,...,X,) si M”;b" N H, atunci H este GEV:

a

H(x; & p,0) = exp{_ (1 LeXs 'u)—l/€}

(o2

[J Trei tipuri in functie de &:
» ¢ > 0: Fréchet — cozi groase (date financiare)
» ¢ = 0: Gumbel — cozi exponentiale
» ¢ < 0: Weibull — cozi marginite

[ Analog TLC dar pentru maxime in loc de sume
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3. Teoria Valorilor Extreme (EVT)

34

Densitdtile GEV — Cele trei familii

GEV PDF: Hg(x) = exp(—(1 + £x)~2%)

0.44

0.34

fix)

0.14

3 ==
: -,
.
R v 5 S s it st i e s
v T 4

-4 -2 0 2 4 6 8

—— Gumbel (§=0) == Fr\'{e}chet(§=0.3) ==+ Weibull (§=-0.3) ---- Fr\'{e}chet (§=0.5)

[ Fréchet (¢ > 0): coad3 dreaptd grea — tipicd pentru maxime financiare
[ Gumbel (¢ = 0): coadd exponentiald
[ Weibull (£ < 0): coadd marginita (maximum finit)
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3. Teoria Valorilor Extreme (EVT) 35

Pickands—Balkema—de Haan si metoda POT

Teorem3 4 (Pickands—Balkema—de Haan)
Pentru un prag ridicat u, dep3sirile Y = X — u | X > u urmeazd GPD:

G(y;&,0)=1— (1—1—5%)71/&7 y > 0.

[0 Metoda POT (Peaks Over Threshold):
1. Alegem pragul u (graficul excesului mediu, stabilitatea parametrilor)

2. Ajustam GPP pe depasiri prin MLE
3. Raportdm (&, 6)
[J Functia excesului mediu: e(u) =E[X —u | X > u] = "lt%“
[J Liniard in u pentru GPD = instrument diagnostic pentru selectarea pragului
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3. Teoria Valorilor Extreme (EVT) 36

Densitdtile GPD — Forme in functie de £

GPD PDF: gg g(y) =3(1 + &)~ +1®

5]
X — u (excess over threshold)

= Exponential (§ =0) = = Pareto (£ =0.25) ~— - Pareto (£=0.5) =+++ Beta (£=-0.5)
[J & > 0 (Pareto): coad3 grea — tipica pentru dep3siri financiare
[J ¢ =0 (Exponentiala): referintd; ¢ < 0 (Beta): suport finit

[J Cu cat & este mai mare, cu atdt depasirile extreme sunt mai probabile
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3. Teoria Valorilor Extreme (EVT)

VaR si ES bazate pe EVT

[J VaR din GPD:
=€
o | na
VaRa 7U+E (E) —1}
unde N, = num3rul de depisiri, n = observatii totale
[J ES din GPD: ES, = ¥¥fa + 9=%, £<1

B. Expected Shortfall Comparison

A Value-at-Risk Comparison

ES ose)

—rio0)

Q SFM_ch2_evt_var_es

PV
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3. Teoria Valorilor Extreme (EVT)

38

Selectarea pragului

[ Graficul excesului mediu: é(u) vs. u; linearitatea sugereaza cd GPD este adecvata deasupra acelui u

[ Graficul stabilitatii parametrilor: £(u) si 6*(u) vs. u; regiunea stabild = prag bun

[ Compromis: u prea mic = eroare sistematicd (date non-extreme incluse); u prea mare = variant3
mare (putine depasiri)

[ Regul3 practic3: se folosesc primele 5-10% din observatii

Mean Excess plot — S&P 500 daily losses

-+ Suggested threshold u = 1.9

inear region
(GPD suitable)

Mean excess e(u) (%)

20 25 3.0 35
Threshold u (%) Q

Q SFM_ch2_mean_excess
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3. Teoria Valorilor Extreme (EVT) 39

Estimatorul Hill

Definitie 5 (Estimatorul Hill)
Pentru statisticile de ordine (order statistics) X1y > X2)

K
2( 1
am= EZ i) — InXpyr), k=1,...,n—1

v
v
X

Indicele de coads este a = 1/Enn.

[ Graficul Hill (Hill plot): fALk.l)l vs. k; regiunea stabild indicd k adecvat
[ Compromis bias-varianta: k mic = variantd mare; k mare = eroare sistematicd mare

[J Valid doar pentru & > 0 (cozi groase)
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3. Teoria Valorilor Extreme (EVT)

40

Estimatori alternativi ai indicelui de coad3

[] Estimatorul Pickands:
£ 1 X = Xew

In2 " Xk — Xk
Functioneazd pentru orice £ € R (nu doar £ > 0)
[J Estimatorul de momente (Dekkers—Einmahl-de Haan): functioneazi si el pentru orice &
[J Conditii de ordin secund: Hall (1982) — parametrul de ordin secund p guverneazd k optim in
estimatorul Hill
[J Selectare adaptiva a pragului: minimizarea MSE asimptoticd (Danielsson et al., 2001)
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3. Teoria Valorilor Extreme (EVT) 41

Graficul Hill — S&P 500

Hill plot — S&P 500 Log-log tail plot
6.0 1 01
e G=35 Empiric
55 1 ——. Power law (@=3.5)
el e Normal
5.0
4.5 4

-4 4
4.0 4

3.5
i M

254 d

Qill

InP(|R| > |r|)

204

T T T T T . -10 ——
100 200 300 400 500 600 -50 -45 -40 -35 -30 -25 -20 -15
Number of order statistics k In|r|

ch2_hill
[J Stanga: &Hkih vs. k — regiunea stabild (k € [100,300]) sugereazd & ~ 3,5 Q sFM_chz_

[J Dreapta: log-log confirm3 legea putere (power law); distributia normald (punctatd) curbeazi in jos
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3. Teoria Valorilor Extreme (EVT) 42

Conexiunea cu distributiile stabile

[0 Dacd X ~ S(«, 3,7,0) cu a < 2, atunci parametrul de form3 EVT este:
E=1/a
[J Distributiile stabile sunt in domeniul de atractie al GEV Fréchet (¢ > 0)

[J Estimatorul Hill aplicat pe date stabile: &y = 1/£AH;||

[ Compararea indicilor de coadi (tail indices):
> Ajustare stabild: & ~ 1,7 = £ ~ 0,59
» Estimarea Hill: d3 de reguld & € [3,5] (pentru cozi moderate)
» Discrepanta apare deoarece Hill m3soard descresterea locald a cozii, iar « stabil guverneazi forma

globals
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3. Teoria Valorilor Extreme (EVT) 43

Exemplu POT — VaR si ES pas cu pas

Exercitiu

n = 1.000 randamente zilnice. Pragul u =2,5% d3 N, = 50 dep3siri. MLE pe dep3siri: £ = 0,3,
6 = 0,8%. Calculati VaRye, si ESy.

‘

Rezolvare

1. Raportul: f2 = 10065000 — 02, 0,27%% =1,621

2. VaRoo1 = u+ %[0,2*5 — 1] =2,5% + 2,667% x 0,621 = 4,16%

_ VaR 6—Eu __ 4,16% 0,05% __ 0
3. ESo,01 = = <= f — o7 + 57 = 6,01%

Observatie 4

[0 Comparatie: VaR normald = 3,49%, VaR EVT = 4,16% (+19%); ES EVT = 6,01%
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Cuprins

(] Introducere v/ ] Distributii stabile v/
(] De la preturi la log-randamente v' (] Teoria valorilor extreme v/
[J Distributia normalad v/ 1 Comparatia distributiilor
[J Fapte stilizate v/ [J Copule si dependenta de coad3 (tail
[ Distributia Student-t v dependence)
[ Distributii asimetrice v’ [ Managementul riscului
[J Extensii moderne / Rezumat
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4. Studiu de caz
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Studiu de caz: Ajustdri avansate

Skew-t, Student-t, GED, Stabild pe 3 piete

Overlay pe histogramd (log-scale):

[ Student-t: capteazi bine cozile, ¥ =~ 3-5

[0 Skew-t (Hansen): A < 0 surprinde asimetria stang3
[J GED: © < 2 confirm3 leptokurtosis

[ : & < 2 — cozi cu lege de putere

Density (log scale)

Q SFM_ch2 case study 2b

S\&P 500 Log-Returns: Distribution Comparison

i

I
It
I
;
i
f
i
"
I
i

bi /| b N

-0.10 0,05 0.00 005 010 015

Log-retum
. GED (=087, AIC=-40351)
Stablo (=164, AIC=40850)

18P 500 log etums.
—— Nomal (AIC=-39037)
—— Student(81-2.64, AIC=-40954)
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Studiu de caz: Parametrii estimati

Estimatori MLE pe cele 3 active (2015-2025)

Stabil &  Stabil 3

Activ Student-t »
S&P 500 45
BRD 3,8
Bitcoin 3,2

1,75 —0,15
1,65 —0,20
1,55 —0,05

[J D¢ scazut = cozi groase; & < 2 = variant3 posibil infinitd; Pgep < 2 = cozi mai groase ca distributia

normal3

[0 X <0 (skew-t) si 3 < 0 (stabil) = asimetrie negativi (risc mai mare pe scideri)

[ Parametrii se estimeaz3 prin MLE; notatie: v este parametrul de form3 atat pentru Student-t cat si

pentru GED
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Studiu de caz: Comportamentul cozilor

Grafic log-log survival .

Q SFM_ch2 case study 2b

Survival Function: Stable(1.7) vs Normal

Functia de supravietuire P(Loss > x) in coordonate log-log:
[J Linie dreaptd = lege de putere: P(X > x) ~ x~ ¢ "
[ Normal: cade prea rapid; Student-t: urmareste mai s

bine datele o
[] Bitcoin: cozile cele mai groase, panta cea mai mica v

107" 10° 10'
x
— Stable (@=17) == Nomal ~x77 (reference)
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Studiu de caz: Estimatorul Hill

Hillplot — S&P 500 Log-og tai plot

auin pe 3 piete . R

] S&P 500: & ~ 3-4; BRD: ~ 2,5-3,5; Bitcoin: ~ 2-3
[] Stabilitatea pe un platou valideaza estimarea

Goun

15

104
100 20 300 400 500 600 50 45 40 35 30 25 20 -i§
Number of order statstics k Inir|

G < 2 = varianta nu converge. Gy = 3—4 vs. G ~ 1,70 Hill estimeaz3 local coada, stabilad pe intreaga distributie.

Statistica Pietelor Financiare v



4. Studiu de caz

49

Studiu de caz: VaR/ES sub EVT

VaR/ES 1%, 1M EUR, S&P 500

GPD: u=2,5%, £=0,28, 6=0,8%, N,/n=5%
[J Normal: VaR 26 750; ES 30500

[ Student—tA (?=4,5): VaR 30400; ES 40200
[ Skew-t (A=-0,15): VaR 33800

[0 EVT-GPD: VaR 35§200 ES 50300

EVT: VaRjo =u + G (R ] Skew-t: +15% VaR vs. simetrici

Q SFM_ch2 case study 2b
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4. Studiu de caz 50

Studiu de caz: Concluzii

lerarhia modelelor (AIC = —2¢ 4 2k; AAIC > 10 vs. Normal)

1. Skew-t / GED / Student-t — cel mai bun compromis, date zilnice
2. Stabila — util3 teoretic, estimare lent3

3. EVT-GPD — cea mai bun3 pentru cuantile extreme (< 1%)

4. Normal — inadecvat3, ramane referint3

Lectia principald
Nu existd model universal: alegerea depinde de cuantild (5% vs 0.1%), activ (actiuni vs cripto), orizont
(zilnic vs lunar).

[J Capitolul 4 formalizeaz3 selectia modelului si backtesting-ul
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5. Quiz 51

Intrebarea 3

Intrebare

[J Care proprietate face distributiile a-stabile unice din punct de vedere teoretic?
Variante de raspuns

(A) Au cozi exponentiale (scad rapid)

(B) Sunt singurele limite posibile ale sumelor normalizate (TLCG)

(C) Au intotdeauna variant3 finita

(D) Sunt intotdeauna simetrice
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Tntrebarea 3: Rispuns

Raspuns: (B)

[J Teorema Limitd Centrald Generalizatd (TLCG) aratd c3 distributiile stabile sunt singurele limite
posibile ale sumelor normalizate de v.a. i.i.d.

[1 (A) este invers: distributiile stabile cu oo < 2 au cozi groase (lege putere), nu exponentiale.
[ (C) este gresit: pentru a < 2, varianta este infinit3.

[J (D) este gresit: parametrul 8 € [—1,1] controleaza asimetria.
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Intrebarea 5

Intrebare

[J Tn metoda Peaks-Over-Threshold (POT), ce distributie se ajusteazd pe excesele peste prag
(threshold exceedances)?

Variante de raspuns

(A) Distributia normals
(B) Distributia Pareto generalizatd (GPD)
(C) Distributia exponentiala

(D) Distributia GEV (Generalized Extreme Value)
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Tntrebarea 5: Raspuns

Raspuns: (B)

[J Teorema Pickands—Balkema—de Haan aratd c3 excesele peste un prag u suficient de mare converg
la GPD.

[ (A) este inadecvati: distributia normal3d nu modeleaz3 cozile extreme.
[ (C) este un caz particular: GPD cu & = 0 este exponential3, dar este prea restrictivi.

[J (D) este pentru metoda Block Maxima, nu POT. GEV se ajusteazi pe maximele pe blocuri.
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6. Exercitii de examen

Exercitiul 4: Distributii stabile

Enunt

Un cercetdtor ajusteaza o distributie stabild pe randamentele Bitcoin si obtine
(&, 8,%,0) = (1,72; —0,15; 0,008; 0,001).

1. Interpretati fiecare parametru economic: ce spun «, 3, v, 67
2. Aceastd distributie are varianta finita? Justificati.

3. Cum se compar3 cozile cu cele ale distributiei normale?

4

. Ce implicd 8 = —0,15 pentru asimetria riscului?

De retinut
a € (0,2]: indice de stabilitate (greutatea cozilor); 8 € [—1,1]: asimetrie; v > 0: scala; ¢: locatie.
Varianta finitd doar dacd o = 2.
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6. Exercitii de examen

Exercitiul 5: EVT — Metoda POT

56
Dintr-un esantion de 2000 de randamente zilnice, 80 depdsesc pragul u = 3% in valoare absolutd. GPD
ajustatd: £ = 0,25, 6 = 1,0%.

1. Calculati VaR la nivelul 1% folosind formula POT:

(2) 1]

4. Cum influenteaz3 alegerea pragului u calitatea estimarii?

VaRa:u+g

2. Calculati Expected Shortfall: ES, = % + "1%‘5&“

3. Ce semnificd £ > 07 Ce clasi de distributii implics?
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6. Exercitii de examen

Laborator Python — Exercitii interactive

Lab 2: Distributii stabile (MSc)
Rulati SFM_ch2_stable_distributions.ipynb:

1. Estimati (d,B,ﬁ/, 3); grafic PDF stabild vs. normal3 vs. Student-t

2. Calculati VaR 1% sub toate cele trei modele. Raportati diferentele

Lab 3: EVT si backtesting (MSc)

Folosind SFM_ch2_extreme_value.ipynb:

1. Grafic Mean Excess; selectati prag u; ajustati GPD = (£, 8)
2. Calculati VaR 1% si ES 1% bazate pe EVT

3. Backtest VaR cu fereastra mobila (rolling window) de 250 zile; testul Kupiec

Q SFM_ch2_stable distributions

Q SFM_ch2 extreme value
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7. Rezolvari exercitii 58

Exercitiul 4: Rezolvare

Rezolvare

Date: (&, 3,%,8) = (1,72, —0,15, 0,008, 0,001).
1. Interpretare:
[J a = 1,72: cozi groase (mai groase decat distributia normald, o = 2); mai aproape de Cauchy (o = 1)

[0 B8 = —0,15: asimetrie negativd (negative skewness) (coada stdngd mai grea = pierderi extreme mai
probabile)

[0 v = 0,008: parametru de scala (similar deviatiei standard)

[0 § = 0,001: locatie (aproape de zero, randament mediu zilnic)

2. a = 1,72 < 2 = variant3 infinita. Doar momentele de ordin p < 1,72 sunt finite.
. e _ 2 - . .
3. Cozile scad ca |x| 717271 = |x| 7272 vs. e /2 (normal3). Mult mai lent = evenimente extreme mult

mai probabile.
4. B < 0: coada stang3 este mai grea decit coada dreaptd = riscul de pierdere este asimetric.
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7. Rezolvari exercitii

Exercitiul 5: Rezolvare

Rezolvare

Date: n = 2000, N, = 80, u = 0,03, £ = 0,25, 4 = 0,01, o = 0,01.
1. VaR POT:

0,01 | (2000 0 0,25
VaRo,01 = ’ =—-0,01 -1| = 410,257 77 —1
aRoon =003+ 5o [( g0 00 ) 0,03 + 0,04 [0,25 ]

0,25 025 = 0:25%1,3863 _ 0,3466 _ 1 2142. VaR = 0,03 + 0,04 x 0,4142 = 0,0466 = 4,66%
2. ES: ESq 1 = 20498 | 0,01-0.28%0,03 _ () 0621 + 0,0033 = 6,54%

1-0,25 1-0,25
3. £ > 0 = domeniul Fréchet: cozi tip lege putere (cozi groase). Distributia GPD are suport infinit.

4. Prag prea jos: bias (multe date non-extreme); prag prea sus: variantd mare (putine date). Se alege u

prin graficul Mean Excess.
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8. Anexa: Aprofundare — Distributii stabile 60

Anexd: Variatie regulatd de ordin secund

Definitie 6 (Variatie regulatd de ordin secund)

O functie de supravietuire (survival function) F satisface conditia de variatie regulatd (regular variation)

de ordin secund daca: .

F(x) = x “L(x) (1 + —x" + o(x”)) , X—00
p

unde p < 0 este parametrul de ordin secund si b # 0.

[J p controleaz3 rata de convergenta citre comportamentul asimptotic tip lege putere

[ |p| mic = convergent3 lentd = bias mare al estimatorului Hill

[ |p| mare = convergentd rapidd = estimatorul Hill este fiabil cu mai putine date extreme

() Bias-ul estimatorului Hill: Bias(Gn) ~ oy k™?/*n?/®

[ Alegerea optimald a k depinde de p — Referinte: Hall (1982), de Haan & Stadtmiiller (1996)
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8. Anexa: Aprofundare — Distributii stabile 61

Anexi: Modelul CGMY si evaluarea optiunilor

Definitie 7 (Procesul CGMY (Carr, Geman, Madan, Yor, 2002))

Masura Lévy:
—G|x| —Mx

€]
1><<0 dx + CW

@

W 1X>0 dX

v(dx) = C
Functia caracteristica:

Ing(u) = CT(=Y) [(M —iu)’ =M+ (G +iv) — GY]

[0 C > 0: intensitatea salturilor; G, M > 0: tempering; Y € (—o0,2): activitatea salturilor
[ G # M = asimetrie; Y > 0 = activitate infinitd; momente finite + cozi groase
efrT

[ Pretul optiunii: C(K) = 5 [ e~ 21! gy (Carr & Madan, 1999)
[J CGMY explicad zambetul volatilitdtii fard a recurge la volatilitate stochasticd
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Resurse online si cod

[J Quantlet: https://quantlet.com > Platforma de cod pentru metode cantitative
[J Quantinar: https://quantinar.com > Platform3 de invitare pentru metode cantitative

] GitHub SFM: https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02 > Cod
Python capitol 2
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Referinte recente (2020-2025)
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Evenimente recente relevante

[ Covid-19 (mar. 2020): S&P 500 —12% intr-o zi; al 3-lea cel mai rdu eveniment din istorie
[0 FTX/crypto (nov. 2022): Prabusire de —65% in 48h; cozi groase extreme

(] SVB (mar. 2023): Contagiune bancar; risc de coadad in sectorul financiar

[J Lectia: Modelele cu cozi groase sunt esentiale, nu optionale
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V3 Multumim!
Intreb3ri?

Materialele cursului sunt disponibile la: https://danpele.github.io/SFM/

Q Quantlet @ Quantinar
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