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0. 2

Obiective de înv t,are

La sfârs, itul acestui curs, vet, i � capabili s :

1. Explicat
,
i rolul distribut, iilor asimetrice (skew-t, GED) în modelarea �nanciar 

2. Interpretat
,
i parametrii distribut, iilor α-stabile s, i implicat, iile lor

3. Aplicat
,
i Teorema Limit  Central  Generalizat  s, i distribut, iile stabile

4. Utilizat
,
i Teoria Valorilor Extreme (GEV, GPD, metoda POT)

5. Calculat
,
i VaR s, i ES bazate pe EVT
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Cuprins

⊡ Distribut, ii asimetrice

⊡ Distribut, ii stabile (α-stabile)

⊡ Teoria Valorilor Extreme (EVT)
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1. Distribut, ii asimetrice 4

De ce conteaz  asimetria

⊡ Asimetrie negativ  în randamentele act, iunilor: riscul descendent este mai mare decât potent, ialul
ascendent

⊡ Asimetria m soar  lipsa de simetrie: S = E[(X − µ)3]/σ3

⊡ Distribut, iile simetrice (normal , Student-t) atribuie probabilitate egal  cozii stângi s, i drepte

⊡ Dar empiric: coada stâng  a randamentelor act, iunilor este mai grea decât cea dreapt 

⊡ Avem nevoie de distribut, ii care pot distinge comportamentul cozii stângi de cel al cozii drepte

Implicat, ie pentru risc

⊡ Ignorarea asimetriei duce la subestimarea riscului descendent

⊡ Un model simetric cu kurtosis corect  aloc  totus, i gres, it probabilitatea între cele dou  cozi
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1. Distribut, ii asimetrice 5

Asimetria în randamentele �nanciare

Clas  de active Asimetrie tipic  Implicat
,
ie

Indici de act, iuni −0,1 la −0,5 Coada stâng  mai grea
Act, iuni individuale −0,3 la −1,0 Risc mare de pr bus, ire
FX majore ≈ 0 Aproximativ simetric 
M rfuri Mixt Depinde de s,ocurile de ofert 
Obligat, iuni Us,or pozitiv  Coada dreapt  (salturi de randament)

⊡ Asimetria afecteaz  VaR 1%: o distribut, ie asimetric  la stânga are o cuantil  stâng  mai extrem  decât
o distribut, ie simetric  cu aceeas, i variant, 
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1. Distribut, ii asimetrice 6

Distribut, ia Student-t asimetric  (Hansen)

De�nit, ie 1 (Student-t asimetric  Hansen (Hansen, 1994))

f (x ; ν, λ) =


bc

(
1+ 1

ν−2

(
bx+a
1−λ

)2)−(ν+1)/2

x < −a/b

bc
(
1+ 1

ν−2

(
bx+a
1+λ

)2)−(ν+1)/2

x ≥ −a/b

unde λ ∈ (−1, 1) este parametrul de asimetrie, a = 4λc ν−2
ν−1

, b2 = 1+ 3λ2 − a2, c = Γ((ν+1)/2)√
π(ν−2) Γ(ν/2)

.

⊡ λ = 0: Student-t simetric ; λ < 0: coada stâng  mai grea

⊡ Comportament asimptotic: coada stâng  ∼ |x |−ν−1(1− λ)ν+1, coada dreapt  ∼ x−ν−1(1+ λ)ν+1

⊡ λ < 0 ⇒ coada stâng  mai grea (risc de pierdere mai mare)

⊡ Utilizat  frecvent ca distribut, ie a inovat, iilor GARCH
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1. Distribut, ii asimetrice 7

Densit t, ile skew-t � Efectul parametrului λ
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Hansen's skew-t PDF ( = 5, various )

= 0 (symmetric) = 0.3 (left skew) = 0.3 (right skew) = 0.6 (strong left skew)

⊡ λ < 0: coada stâng  mai grea (tipic pentru act, iuni)

⊡ λ > 0: coada dreapt  mai grea

⊡ Cu cât |λ| este mai mare, cu atât asimetria este mai pronunt,at 
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1. Distribut, ii asimetrice 8

Distribut, ia erorilor generalizate (GED)

De�nit, ie 2 (GED � forma standardizat )

f (x ; ν) =
ν

2λ Γ(1/ν)
exp

(
−
∣∣∣ x
λ

∣∣∣ν) , ν > 0,

unde λ =
√
2−2/ν Γ(1/ν) / Γ(3/ν) asigur  Var(X ) = 1.

⊡ ν = 2: distribut, ia normal ; ν = 1: Laplace (exponent, ial  dubl )
⊡ ν < 2: cozi mai groase decât distribut, ia normal ; ν > 2: cozi mai subt, iri
⊡ Controleaz  grosimea cozilor printr-un singur parametru
⊡ Popular  în modele GARCH: GARCH-GED

Estimare MLE

⊡ Atât pentru Student-t asimetric  cât s, i pentru GED, parametrii se estimeaz  prin verosimilitate maxim 

⊡ Se compar  prin AIC/BIC
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1. Distribut, ii asimetrice 9

Compararea distribut, iilor asimetrice

Distribut
,
ie Parametri Asimetrie Tip coad 

Normal  µ, σ 0 Exponent, ial 
Student-t µ, σ, ν 0 Lege putere
Student-t asim. µ, σ, ν, λ ̸= 0 Lege putere (asim.)
GED µ, σ, ν 0 Exponent, ial  generalizat 
NIG α, β, δ, µ ̸= 0 Semi-grea

⊡ Mai mult, i parametri ⇒ ajustare mai bun  dar risc de supraajustare

⊡ AIC/BIC echilibreaz  calitatea ajust rii cu complexitatea

⊡ Pentru randamente zilnice de act, iuni: Student-t asimetric  domin  adesea
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1. Distribut, ii asimetrice 10

Familia hiperbolic  generalizat 

⊡ Distribut, ia hiperbolic  generalizat  (GH): cinci parametri (λ, α, β, δ, µ)

⊡ PDF:
f (x) ∝

(
δ2 + (x − µ)2

)(λ−1/2)/2
Kλ−1/2

(
α
√

δ2 + (x − µ)2
)
eβ(x−µ)

unde Kν este funct, ia Bessel modi�cat  de spet,a a doua

⊡ Cazuri speciale:
▶ Hiperbolic : λ = 1
▶ NIG (Normal Inverse Gaussian ): λ = −1/2
▶ VG (Variance Gamma): δ → 0
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1. Distribut, ii asimetrice 11

Mixturi normale medie-variant, 

⊡ GH ca mixtur  normal  medie-variant
,
 :

X | W ∼ N(µ+ βW ,W ), W ∼ GIG(λ, δ, γ)

unde GIG este distribut, ia Gaussian  Invers  Generalizat 
⊡ Barndor�-Nielsen (1977): ajustare empiric  excelent  pe date �nanciare
⊡ Închidere a�n : distribut, iile GH sunt închise la transform ri a�ne
⊡ GH multivariat : tratabil  pentru probleme de portofoliu
⊡ Conexiunea cu procesele Lévy: distribut, iile GH sunt in�nit divizibile ⇒ procese Lévy GH

Observat, ie 1 (De ce conteaz ?)

⊡ Familia GH este utilizat  pe scar  larg  în managementul riscului de portofoliu

⊡ Deutsche Bank, JP Morgan s, i alte institut, ii o folosesc pentru modelarea multivariat  a randamentelor

⊡ Cazul special NIG ofer  cel mai bun compromis precizie/tratabilitate
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Vizualizarea asimetriei � Date reale S&P 500
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S&P 500 Normal Student-t ( =2.6) Skewed (a=-1.00)

SFM_ch2_skew_t⊡ Pe scal  logaritmic , diferent,ele în cozi devin vizibile
⊡ Coada stâng : asimetric  > Student-t ≫ normal  ⇒ VaR subestimat f r  asimetrie
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Exemplu: Impactul asimetriei asupra VaR

Exercit, iu

Portofoliu $1M, σ=1,5%, ν=5. VaR 1%: Student-t simetric  (λ=0) vs. asim. (λ=−0,3).

Rezolvare

Model z0,01 VaR 1% $ pierdere

Normal −2,326 3,49% $34.890
Student-t sim. (ν=5) −3,365 5,05% $50.475
Student-t asim. (λ=−0,3) −3,87 5,81% $58.050

⊡ Trecerea de la simetric  la asimetric  cres,te VaR cu 15%

⊡ Asimetria negativ  �deplaseaz � mas  probabilistic  spre pierderi mari

⊡ Capitalul necesar cres,te cu $7.575 doar din efectul asimetriei
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2. Distribut, ii stabile (α-stabile) 14

Ce este o distribut, ie stabil ?

De�nit, ie 3 (Distribut, ie stabil  � Intuitiv)

O distribut, ie este stabil  dac  suma de copii i.i.d. are aceeas, i form  (pân  la locat, ie s, i scal ). Formal,
X ∼ S(α, β, γ, δ) dac  pentru copii i.i.d. X1,X2:

aX1 + bX2
d
= cX + d , c = (aα + bα)1/α.

⊡ Patru parametri:
▶ α ∈ (0, 2]: indicele de stabilitate (grosimea cozilor) � α mai mic ⇒ cozi mai groase
▶ β ∈ [−1, 1]: asimetrie
▶ γ > 0: scal 
▶ δ ∈ R: locat

,
ie

⊡ Cazuri speciale: α = 2 (Gaussian ), α = 1, β = 0 (Cauchy)
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Densit t, ile α-stabile � Efectul lui α
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-stable PDF S ( , , )

= 2 (Gaussian) = 1.5, = 0 = 1 (Cauchy) = 1.7, = 0.5 = 0.5 (L\'{e}vy)

⊡ α = 2: Gaussian ; α < 2: cozi lege putere (power law) f (x) ∼ |x |−(1+α)

⊡ α = 1: Cauchy (E[|X |] = ∞); β ̸= 0: introduce asimetrie
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2. Distribut, ii stabile (α-stabile) 16

De ce variant,a poate s  nu existe

⊡ Pentru α < 2: E[|X |p] < ∞ dac  s, i numai dac  p < α

⊡ În particular, E[X 2] = ∞ când α < 2 � variant
,
a nu exist 

⊡ Variant,a es,antionului nu converge la o constant ; cres,te odat  cu n

⊡ Mandelbrot (1963): variat, iile pret,ului bumbacului urmeaz  legi stabile cu α ≈ 1,7

⊡ Estim ri tipice pentru randamente �nanciare: α̂ ∈ [1,5; 1,9]
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Variant,a es,antionului � convergent,  vs. divergent, 
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SFM_ch2_stable_var

Schimbare de paradigm 

⊡ Dac  α < 2, teoria medie-variant,  (Markowitz) se pr bus,es,te: variant,a nu este o m sur  semni�cativ 
de risc
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Ajustarea stabil  pe S&P 500

SFM_ch2_stable_�t

⊡ Distribut, ia stabil  surprinde cozile groase mai bine decât distribut, ia normal 
⊡ α̂ ≈ 1,7 estimat pentru randamentele zilnice S&P 500
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Stabil  vs. Normal  vs. Student-t

SFM_ch2_dist_tails

Normal  Student-t Stabil 

Descres,terea cozii (PDF) e−x2/2 |x |−ν−1 |x |−α−1

Variant,a Finit  Finit  (ν > 2) In�nit  (α < 2)
Închis  la sum  Da Nu Da
Limit  TLC TLC � TLCG
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2. Distribut, ii stabile (α-stabile) 20

Funct, ia caracteristic 

⊡ Distribut, ia stabil  este de�nit  prin funct
,
ia caracteristic  (characteristic function) (parametrizarea

Nolan S1, α ̸= 1):

ϕ(t) = E[e itX ] = exp
{
−γα|t|α

(
1− iβ sign(t) tan

πα

2

)
+ iδt

}
⊡ Cazul α = 1:

ϕ(t) = exp

{
−γ|t|

(
1+ iβ

2
π
sign(t) ln |t|

)
+ iδt

}
⊡ F r  PDF în form  închis  în general (except, ii: Gaussian , Cauchy, Lévy)
⊡ Densitatea prin transformata Fourier invers : f (x) = 1

2π

∫∞
−∞ ϕ(t) e−itx dt

⊡ Evaluare numeric : algoritmul lui Nolan (1997)

Observat, ie 2

⊡ Utiliz m parametrizarea S1(α, β, γ, δ) a lui Nolan (1997) în tot capitolul

⊡ scipy.stats.levy_stable foloses,te parametrizarea S0 � atent, ie la conversie!
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2. Distribut, ii stabile (α-stabile) 21

Teorema Limit  Central  Generalizat 

Teorem  1 (TLCG)

Distribut, iile stabile sunt singurele limite non-degenerate posibile ale sumelor normalizate:

Sn − bn
an

d−→ S(α, β, γ, δ)

unde Sn = X1 + · · ·+ Xn pentru Xi i.i.d.

⊡ TLC clasic : α = 2 (necesit  variant,  �nit )

⊡ TLCG: α < 2 (permite variant,  in�nit  (in�nite variance))

⊡ Proprietatea de stabilitate: Sumele de v.a. stabile i.i.d. r mân stabile cu acelas, i α

⊡ Cozi tip lege putere: P(X > x) ∼ Cα(1+ β) x−α când x → ∞
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2. Distribut, ii stabile (α-stabile) 22

PDF-uri stabile � Variind α

SFM_ch2_stable_pdfs

⊡ α mai mic ⇒ cozi mai groase, vârf mai ascut, it

⊡ α = 2: Gaussian ; α = 1: Cauchy

⊡ Randamente �nanciare: α̂ ∈ [1,5; 1,9]
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Estimare s, i analiz  cross-asset

Metode de estimare

⊡ Metoda cuantilelor McCulloch (rapid ,
consistent )

⊡ MLE (Nolan, 1997) � cea mai e�cient 

⊡ Metode bazate pe funct, ia caracteristic  (Kogon
& Williams, 1998)

SFM_ch2_cross_asset

⊡ α̂ ≈ 1,7 pentru S&P 500; α̂ ≈ 1,5 pentru Bitcoin; α̂ ≈ 1,8 pentru FX

⊡ α < 2 pentru toate clasele majore de active ⇒ variant,a in�nit  este ubicu 
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αstabil vs. αHill � Reconciliere

MLE pe toat  distribut, ia

⊡ α̂stabil ≈ 1,7 (S&P 500)

⊡ Capteaz  comportamentul global

⊡ Include centrul + cozile

⊡ Implic  variant,  in�nit  (α < 2)

Estimatorul Hill (doar coada)

⊡ α̂Hill ≈ 3�4 (S&P 500)

⊡ Estimeaz  doar indexul de coad 

⊡ Foloses,te doar observat, iile extreme

⊡ Implic  variant,  �nit  (α > 2)

Reconciliere: distribut, ii stabile temperate

⊡ Con�ictul α̂stabil ̸= α̂Hill este aparent: cele dou  estimeaz  cantit t, i diferite

⊡ Distribut, iile stabile temperate (CGMY) rezolv  paradoxul: comportament stabil pentru x moderat, dar
cozi cu dec dere exponent, ial-multiplicat 

⊡ Referint,e: McCulloch (1997), Grabchak & Samorodnitsky (2010)
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2. Distribut, ii stabile (α-stabile) 25

Variat, ie regulat  s, i domeniu de atract, ie

De�nit, ie 4 (Variat, ie regulat )

L : (0,∞) → (0,∞) este lent variabil  la in�nit dac  limx→∞ L(tx)/L(x) = 1 pentru orice t > 0. O
funct, ie f este regulat variabil  cu indice ρ dac  f (x) = xρL(x).

Teorem  2 (Domeniul de atract, ie)

F apart, ine domeniului de atract, ie al S(α, β, 1, 0) dac  s, i numai dac :

1. F̄ (x) = x−αL(x) (cozi regulat variabile)

2. Condit, ia de echilibru: limx→∞
F̄ (x)

F̄ (x)+F (−x)
= 1+β

2

Variat
,
ia regulat  fundamenteaz  teoria EVT s

,
i determin  dac  estimatorul Hill este consistent.
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2. Distribut, ii stabile (α-stabile) 26

Procese Lévy

⊡ Un proces Lévy {Lt}t≥0 are cres,teri stat, ionare independente
⊡ L1 ∼ S(α, β, γ, δ) de�nes,te un proces Lévy stabil
⊡ Descompunerea Lévy�Itô:

Lt = bt + σWt +

∫
|x|≤1

x Ñ(t, dx) +

∫
|x|>1

x N(t, dx)

⊡ M sura Lévy a unui proces stabil:

ν(dx) =

{
c+x

−α−1dx x > 0

c−|x |−α−1dx x < 0

⊡ Activitate in�nit : in�nit de multe salturi mici în orice interval �nit

Observat, ie 3 (De ce conteaz ?)

⊡ Procesele Lévy sunt fundamentul evalu rii opt, iunilor cu salturi; Black�Scholes = ν ≡ 0

⊡ Componenta de salt explic  zâmbetul volatilit t, ii (volatility smile)
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Distribut, ii stabile temperate

⊡ Problem : Distribut, iile stabile pure au variant,  in�nit  � incomod pentru unele aplicat, ii

⊡ Solut
,
ie: Distribut, ii stabile temperate � modi�c m m sura Lévy:

ν(dx) = c |x |−α−1e−λ|x|dx

⊡ P streaz  comportamentul de coad  grea pentru x moderat dar garanteaz  momente �nite

⊡ Temperarea exponent, ial  elimin  coada extrem  ⇒ toate momentele exist 
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Stabil  vs. Student-t: Marea dezbatere

Stabil  Student-t

Indice de coad  α ν
Momente �nite p < α p < ν

Închis  la sum  Da Nu
Limit  TLCG Da Nu
Variant,a ∞ (α < 2) Finit  (ν > 2)
Estimare Mai di�cil  (f r  PDF) MLE standard

⊡ Dezbatere istoric : Mandelbrot�Fama (stabile) vs. Praetz�Blattberg�Gonedes (Student-t)
⊡ Viziunea modern : ambele surprind cozi tip lege putere; alegerea depinde de aplicat, ie

SFM_ch2_tail_survival
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Exemplu: Interpretarea parametrilor stabili

Exercit, iu: MLE pe S&P 500 (2000�2023)

α̂ = 1,70, β̂ = −0,10, γ̂ = 0,0058, δ̂ = 0,0003. Interpretat, i parametrii.

Interpretare

⊡ α̂ = 1,70 < 2: variant
,
  in�nit  � cozile descresc ca |x |−1,70, mai lent decât e−x2/2

⊡ β̂ = −0,10 < 0: us,oar  asimetrie la stânga � coada pierdere mai grea

⊡ γ̂ = 0,0058: parametru de scal  (analog σ, dar σ2 = ∞)

⊡ δ̂ = 0,0003: locat
,
ia (randamentul mediu zilnic ≈ 0,03%)

Consecint, 

⊡ Dac  α = 1,70, P(|r | > 5γ̂) este de ∼12× mai mare decât sub distribut, ia normal 

⊡ Markowitz medie-variant,  nu este valid 
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3. Teoria Valorilor Extreme (EVT) 30

EVT � Motivat, ie

⊡ Avem nevoie de modele precise pentru evenimente extreme (crize �nanciare, pr bus, iri)

⊡ În loc s  model m întreaga distribut, ie, EVT se concentreaz  doar pe cozi

⊡ Indicele de coad  ξ: un singur num r care rezum  grosimea cozii
▶ ξ > 0: cozi groase (heavy tails, descres,tere tip lege putere) � tipic pentru date �nanciare
▶ ξ = 0: cozi exponent, iale (similar cu distribut, ia normal )
▶ ξ < 0: cozi m rginite (maximum �nit)

⊡ Date �nanciare: ξ̂ > 0 con�rm  c  evenimentele extreme sunt mai frecvente decât prevede distribut, ia
normal 

Idee cheie

⊡ EVT ofer  extrapolare riguroas  matematic în cozi, chiar dincolo de datele observate
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GPD � Introducere descriptiv 

⊡ Dep s
,
irile peste un prag ridicat u tind s  urmeze o form  speci�c :

Distribut, ia Pareto Generalizat  (GPD)

⊡ Gândit, i-v  astfel: �dat �ind c  s-a întâmplat ceva extrem, cât de extrem a fost?�

⊡ GPD are doi parametri: form  ξ s, i scal  σ

⊡ Pentru date �nanciare, de regul  ξ̂ ∈ [0,1; 0,5]

SFM_ch2_evt_gpd

Statistica Piet,elor Financiare

https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02/SFM_ch2_extreme_value


3. Teoria Valorilor Extreme (EVT) 32

EVT în practic  � Evenimente extreme

SFM_ch2_evt_gev

⊡ Maximele pe blocuri (ex.: cea mai mare pierdere lunar ) urmeaz  distribut, ia GEV

⊡ Teoreme formale la nivel Master; VaR/ES bazate pe EVT în sect, iunea de managementul riscului
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Teorema Fisher�Tippett�Gnedenko

Teorem  3 (Fisher�Tippett�Gnedenko)

Dac  Mn = max(X1, . . . ,Xn) s, i Mn−bn
an

d−→ H, atunci H este GEV:

H(x ; ξ, µ, σ) = exp

{
−
(
1+ ξ

x − µ

σ

)−1/ξ
}

⊡ Trei tipuri în funct, ie de ξ:
▶ ξ > 0: Fréchet � cozi groase (date �nanciare)
▶ ξ = 0: Gumbel � cozi exponent, iale
▶ ξ < 0: Weibull � cozi m rginite

⊡ Analog TLC dar pentru maxime în loc de sume

Statistica Piet,elor Financiare



3. Teoria Valorilor Extreme (EVT) 34

Densit t, ile GEV � Cele trei familii

4 2 0 2 4 6 8
x

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

f(x
)

GEV PDF: H (x) = exp( (1 + x) 1/ )

Gumbel ( = 0) Fr\'{e}chet ( = 0.3) Weibull ( = 0.3) Fr\'{e}chet ( = 0.5)

⊡ Fréchet (ξ > 0): coad  dreapt  grea � tipic  pentru maxime �nanciare
⊡ Gumbel (ξ = 0): coad  exponent, ial 
⊡ Weibull (ξ < 0): coad  m rginit  (maximum �nit)
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Pickands�Balkema�de Haan s, i metoda POT

Teorem  4 (Pickands�Balkema�de Haan)

Pentru un prag ridicat u, dep s, irile Y = X − u | X > u urmeaz  GPD:

G(y ; ξ, σ) = 1−
(
1+ ξ

y

σ

)−1/ξ

, y > 0.

⊡ Metoda POT (Peaks Over Threshold):
1. Alegem pragul u (gra�cul excesului mediu, stabilitatea parametrilor)
2. Ajust m GPD pe dep s, iri prin MLE
3. Raport m (ξ̂, σ̂)

⊡ Funct
,
ia excesului mediu: e(u) = E[X − u | X > u] = σ+ξu

1−ξ

⊡ Liniar  în u pentru GPD ⇒ instrument diagnostic pentru selectarea pragului
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Densit t, ile GPD � Forme în funct, ie de ξ

0 1 2 3 4 5
x u (excess over threshold)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

g(
x)

GPD PDF: g , (y) = 1 (1 + y ) (1 + 1/ )

Exponential ( = 0) Pareto ( = 0.25) Pareto ( = 0.5) Beta ( = 0.5)

⊡ ξ > 0 (Pareto): coad  grea � tipic  pentru dep s, iri �nanciare

⊡ ξ = 0 (Exponent
,
ial ): referint, ; ξ < 0 (Beta): suport �nit

⊡ Cu cât ξ este mai mare, cu atât dep s, irile extreme sunt mai probabile
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VaR s, i ES bazate pe EVT

⊡ VaR din GPD:

VaRα = u +
σ

ξ

[(
nα

Nu

)−ξ

− 1

]
unde Nu = num rul de dep s, iri, n = observat, ii totale

⊡ ES din GPD: ESα = VaRα
1−ξ

+ σ−ξu
1−ξ

, ξ < 1

SFM_ch2_evt_var_es
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Selectarea pragului

⊡ Gra�cul excesului mediu: ê(u) vs. u; linearitatea sugereaz  c  GPD este adecvat  deasupra acelui u
⊡ Gra�cul stabilit t

,
ii parametrilor: ξ̂(u) s, i σ̂∗(u) vs. u; regiunea stabil  = prag bun

⊡ Compromis: u prea mic ⇒ eroare sistematic  (date non-extreme incluse); u prea mare ⇒ variant, 
mare (put, ine dep s, iri)

⊡ Regul  practic : se folosesc primele 5�10% din observat, ii

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
Threshold u (%)

0.9
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(u

) (
%

)

Linear region
(GPD suitable)

Mean Excess plot  S&P 500 daily losses

Suggested threshold u = 1.9%

SFM_ch2_mean_excess
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Estimatorul Hill

De�nit, ie 5 (Estimatorul Hill)

Pentru statisticile de ordine (order statistics) X(1) ≥ X(2) ≥ · · · ≥ X(n):

ξ̂
(k)
Hill =

1
k

k∑
i=1

lnX(i) − lnX(k+1), k = 1, . . . , n − 1.

Indicele de coad  este α = 1/ξ̂Hill.

⊡ Gra�cul Hill (Hill plot): ξ̂(k)Hill vs. k; regiunea stabil  indic  k adecvat

⊡ Compromis bias-variant
,
 : k mic ⇒ variant,  mare; k mare ⇒ eroare sistematic  mare

⊡ Valid doar pentru ξ > 0 (cozi groase)
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Estimatori alternativi ai indicelui de coad 

⊡ Estimatorul Pickands:

ξ̂ =
1
ln 2

ln
X(k) − X(2k)

X(2k) − X(4k)

Funct, ioneaz  pentru orice ξ ∈ R (nu doar ξ > 0)

⊡ Estimatorul de momente (Dekkers�Einmahl�de Haan): funct, ioneaz  s, i el pentru orice ξ

⊡ Condit
,
ii de ordin secund: Hall (1982) � parametrul de ordin secund ρ guverneaz  k optim în

estimatorul Hill

⊡ Selectare adaptiv  a pragului: minimizarea MSE asimptotic  (Danielsson et al., 2001)
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Gra�cul Hill � S&P 500
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Log-log tail plot

Empiric
Power law ( = 3.5)
Normal

SFM_ch2_hill
⊡ Stânga: α̂(k)

Hill vs. k � regiunea stabil  (k ∈ [100, 300]) sugereaz  α̂ ≈ 3,5

⊡ Dreapta: log-log con�rm  legea putere (power law); distribut, ia normal  (punctat ) curbeaz  în jos
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Conexiunea cu distribut, iile stabile

⊡ Dac  X ∼ S(α, β, γ, δ) cu α < 2, atunci parametrul de form  EVT este:

ξ = 1/α

⊡ Distribut, iile stabile sunt în domeniul de atract, ie al GEV Fréchet (ξ > 0)

⊡ Estimatorul Hill aplicat pe date stabile: α̂Hill = 1/ξ̂Hill
⊡ Compararea indicilor de coad  (tail indices):

▶ Ajustare stabil : α̂ ≈ 1,7 ⇒ ξ̂ ≈ 0,59
▶ Estimarea Hill: d  de regul  α̂ ∈ [3, 5] (pentru cozi moderate)
▶ Discrepant,a apare deoarece Hill m soar  descres,terea local  a cozii, iar α stabil guverneaz  forma

global 
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Exemplu POT � VaR s, i ES pas cu pas

Exercit, iu

n = 1.000 randamente zilnice. Pragul u = 2,5% d  Nu = 50 dep s, iri. MLE pe dep s, iri: ξ̂ = 0,3,
σ̂ = 0,8%. Calculat, i VaR1% s, i ES1%.

Rezolvare

1. Raportul: nα
Nu

= 1000×0,01
50

= 0,2; 0,2−0,3 = 1,621

2. VaR0,01 = u + σ̂

ξ̂
[0,2−ξ̂ − 1] = 2,5%+ 2,667%× 0,621 = 4,16%

3. ES0,01 = VaR

1−ξ̂
+ σ̂−ξ̂u

1−ξ̂
= 4,16%

0,7
+ 0,05%

0,7
= 6,01%

Observat, ie 4

⊡ Comparat, ie: VaR normal  = 3,49%, VaR EVT = 4,16% (+19%); ES EVT = 6,01%
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Cuprins

⊡ Introducere ✓

⊡ De la pret,uri la log-randamente ✓

⊡ Distribut, ia normal  ✓

⊡ Fapte stilizate ✓

⊡ Distribut, ia Student-t ✓

⊡ Distribut, ii asimetrice ✓

⊡ Distribut, ii stabile ✓

⊡ Teoria valorilor extreme ✓

⊡ Comparat
,
ia distribut

,
iilor

⊡ Copule s, i dependent,a de coad  (tail
dependence)

⊡ Managementul riscului

⊡ Extensii moderne / Rezumat
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Studiu de caz: Ajust ri avansate
SFM_ch2_case_study_2b

Skew-t, Student-t, GED, Stabil  pe 3 piet,e

Overlay pe histogram  (log-scale):

⊡ Student-t: capteaz  bine cozile, ν̂ ≈ 3�5
⊡ Skew-t (Hansen): λ̂ < 0 surprinde asimetria stâng 
⊡ GED: ν̂ < 2 con�rm  leptokurtosis
⊡ Stabil : α̂ < 2 � cozi cu lege de putere
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n = 6,537
Best AIC: Student-t
Best BIC: Student-t

S\&P 500 Log-Returns: Distribution Comparison

S\&P 500 log-returns
Normal (AIC=-39037)
Student-t (df=2.64, AIC=-40954)

GED ( =0.87, AIC=-40951)
Stable ( =1.54, AIC=-40860)
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Studiu de caz: Parametrii estimat, i

Estimatori MLE pe cele 3 active (2015�2025)

Activ Student-t ν̂ Skew-t λ̂ GED ν̂ Stabil α̂ Stabil β̂

S&P 500 4,5 −0,15 1,3 1,75 −0,15
BRD 3,8 −0,25 1,2 1,65 −0,20
Bitcoin 3,2 −0,05 1,1 1,55 −0,05

Observat, ie 5

⊡ ν̂t sc zut ⇒ cozi groase; α̂ < 2 ⇒ variant,  posibil in�nit ; ν̂GED < 2 ⇒ cozi mai groase ca distribut, ia
normal 

⊡ λ̂ < 0 (skew-t) s, i β̂ < 0 (stabil) ⇒ asimetrie negativ  (risc mai mare pe sc deri)

⊡ Parametrii se estimeaz  prin MLE; notat, ie: ν este parametrul de form  atât pentru Student-t cât s, i
pentru GED
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Studiu de caz: Comportamentul cozilor
SFM_ch2_case_study_2b

Gra�c log-log survival

Funct, ia de supraviet,uire P(Loss > x) în coordonate log-log:

⊡ Linie dreapt  ⇒ lege de putere: P(X > x) ∼ x−α

⊡ Normal: cade prea rapid; Student-t: urm res,te mai
bine datele

⊡ Bitcoin: cozile cele mai groase, panta cea mai mic 

10
1

10
0

10
1

x

10
8

10
7

10
6

10
5

10
4

10
3

10
2

10
1

10
0

P(
X 

> 
x)

3 5

Survival Function: Stable(1.7) vs Normal

Stable ( = 1.7) Normal x 1.7 (reference)
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Studiu de caz: Estimatorul Hill

α̂Hill pe 3 piet,e

⊡ S&P 500: α̂ ≈ 3�4; BRD: ≈ 2,5�3,5; Bitcoin: ≈ 2�3
⊡ Stabilitatea pe un platou valideaz  estimarea
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α̂Hill < 2 ⇒ variant,a nu converge. α̂Hill ≈ 3�4 vs. α̂stabil ≈ 1,7: Hill estimeaz  local coada, stabil  pe întreaga distribut,ie.
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Studiu de caz: VaR/ES sub EVT
SFM_ch2_case_study_2b

VaR/ES 1%, 1M EUR, S&P 500

GPD: u=2,5%, ξ̂=0,28, σ̂=0,8%, Nu/n=5%

⊡ Normal: VaR 26 750; ES 30 500
⊡ Student-t (ν̂=4,5): VaR 30 400; ES 40 200
⊡ Skew-t (λ̂=−0,15): VaR 33 800
⊡ EVT-GPD: VaR 35 200; ES 50 300
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Portfolio = 1M EUR
 Level        EVT     Normal     Empir.
----------------------------------------
 95.0%     29,850     24,957     29,847
 99.0%     50,750     32,317     50,602
 99.9%     93,516     40,890     95,179

B. Expected Shortfall Comparison

EVT (GPD) Normal Empirical

EVT: VaR1% =u + σ̂
ξ̂

[
( nα
Nu

)−ξ̂− 1
]
; Skew-t: +15% VaR vs. simetric 
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Studiu de caz: Concluzii

Ierarhia modelelor (AIC = −2ℓ+ 2k ; ∆AIC > 10 vs. Normal)

1. Skew-t / GED / Student-t � cel mai bun compromis, date zilnice
2. Stabil  � util  teoretic, estimare lent 
3. EVT-GPD � cea mai bun  pentru cuantile extreme (< 1%)
4. Normal � inadecvat , r mâne referint, 

Lect, ia principal 

Nu exist  model universal: alegerea depinde de cuantil  (5% vs 0.1%), activ (act, iuni vs cripto), orizont
(zilnic vs lunar).

Observat, ie 6

⊡ Capitolul 4 formalizeaz  select, ia modelului s, i backtesting-ul
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Întrebarea 3

Întrebare
⊡ Care proprietate face distribut, iile α-stabile unice din punct de vedere teoretic?

Variante de r spuns

(A) Au cozi exponent, iale (scad rapid)

(B) Sunt singurele limite posibile ale sumelor normalizate (TLCG)

(C) Au întotdeauna variant,  �nit 

(D) Sunt întotdeauna simetrice
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Întrebarea 3: R spuns

R spuns: (B)

⊡ Teorema Limit  Central  Generalizat  (TLCG) arat  c  distribut, iile stabile sunt singurele limite
posibile ale sumelor normalizate de v.a. i.i.d.

⊡ (A) este invers: distribut, iile stabile cu α < 2 au cozi groase (lege putere), nu exponent, iale.

⊡ (C) este gres, it: pentru α < 2, variant,a este in�nit .

⊡ (D) este gres, it: parametrul β ∈ [−1, 1] controleaz  asimetria.
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Întrebarea 5

Întrebare
⊡ În metoda Peaks-Over-Threshold (POT), ce distribut, ie se ajusteaz  pe excesele peste prag

(threshold exceedances)?

Variante de r spuns

(A) Distribut, ia normal 

(B) Distribut, ia Pareto generalizat  (GPD)

(C) Distribut, ia exponent, ial 

(D) Distribut, ia GEV (Generalized Extreme Value)
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Întrebarea 5: R spuns

R spuns: (B)

⊡ Teorema Pickands�Balkema�de Haan arat  c  excesele peste un prag u su�cient de mare converg
la GPD.

⊡ (A) este inadecvat : distribut, ia normal  nu modeleaz  cozile extreme.

⊡ (C) este un caz particular: GPD cu ξ = 0 este exponent, ial , dar este prea restrictiv .

⊡ (D) este pentru metoda Block Maxima, nu POT. GEV se ajusteaz  pe maximele pe blocuri.

Statistica Piet,elor Financiare



6. Exercitii de examen 55

Exercit, iul 4: Distribut, ii stabile

Enunt,

Un cercet tor ajusteaz  o distribut, ie stabil  pe randamentele Bitcoin s, i obt, ine
(α̂, β̂, γ̂, δ̂) = (1,72; −0,15; 0,008; 0,001).

1. Interpretat, i �ecare parametru economic: ce spun α, β, γ, δ?

2. Aceast  distribut, ie are variant,  �nit ? Justi�cat, i.

3. Cum se compar  cozile cu cele ale distribut, iei normale?

4. Ce implic  β = −0,15 pentru asimetria riscului?

De ret, inut

α ∈ (0, 2]: indice de stabilitate (greutatea cozilor); β ∈ [−1, 1]: asimetrie; γ > 0: scal ; δ: locat, ie.
Variant,a �nit  doar dac  α = 2.

Statistica Piet,elor Financiare



6. Exercitii de examen 56

Exercit, iul 5: EVT � Metoda POT

Enunt,

Dintr-un es,antion de 2000 de randamente zilnice, 80 dep s,esc pragul u = 3% în valoare absolut . GPD
ajustat : ξ̂ = 0,25, σ̂ = 1,0%.

1. Calculat, i VaR la nivelul 1% folosind formula POT:

VaRα = u +
σ̂

ξ̂

[(
n

Nu
· α

)−ξ̂

− 1

]

2. Calculat, i Expected Shortfall: ESα = VaRα

1−ξ̂
+ σ̂−ξ̂·u

1−ξ̂

3. Ce semni�c  ξ̂ > 0? Ce clas  de distribut, ii implic ?

4. Cum in�uent,eaz  alegerea pragului u calitatea estim rii?
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Laborator Python � Exercit, ii interactive

Lab 2: Distribut, ii stabile (MSc)

Rulat, i SFM_ch2_stable_distributions.ipynb:

1. Estimat, i (α̂, β̂, γ̂, δ̂); gra�c PDF stabil  vs. normal  vs. Student-t

2. Calculat, i VaR 1% sub toate cele trei modele. Raportat, i diferent,ele
SFM_ch2_stable_distributions

Lab 3: EVT s, i backtesting (MSc)

Folosind SFM_ch2_extreme_value.ipynb:

1. Gra�c Mean Excess; selectat, i prag u; ajustat, i GPD ⇒ (ξ̂, σ̂)

2. Calculat, i VaR 1% s, i ES 1% bazate pe EVT

3. Backtest VaR cu fereastr  mobil  (rolling window) de 250 zile; testul Kupiec
SFM_ch2_extreme_value
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Exercit, iul 4: Rezolvare

Rezolvare
Date: (α̂, β̂, γ̂, δ̂) = (1,72, −0,15, 0,008, 0,001).
1. Interpretare:

⊡ α = 1,72: cozi groase (mai groase decât distribut, ia normal , α = 2); mai aproape de Cauchy (α = 1)

⊡ β = −0,15: asimetrie negativ  (negative skewness) (coada stâng  mai grea ⇒ pierderi extreme mai
probabile)

⊡ γ = 0,008: parametru de scal  (similar deviat, iei standard)

⊡ δ = 0,001: locat, ie (aproape de zero, randament mediu zilnic)

2. α = 1,72 < 2 ⇒ variant,  in�nit . Doar momentele de ordin p < 1,72 sunt �nite.
3. Cozile scad ca |x |−1,72−1 = |x |−2,72 vs. e−x2/2 (normal ). Mult mai lent ⇒ evenimente extreme mult
mai probabile.
4. β < 0: coada stâng  este mai grea decât coada dreapt  ⇒ riscul de pierdere este asimetric.
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Exercit, iul 5: Rezolvare

Rezolvare
Date: n = 2000, Nu = 80, u = 0,03, ξ̂ = 0,25, σ̂ = 0,01, α = 0,01.
1. VaR POT:

VaR0,01 = 0,03+
0,01
0,25

[(
2000
80

· 0,01
)−0,25

− 1

]
= 0,03+ 0,04

[
0,25−0,25 − 1

]
0,25−0,25 = e0,25×1,3863 = e0,3466 = 1,4142; VaR = 0,03+ 0,04× 0,4142 = 0,0466 = 4,66%
2. ES: ES0,01 = 0,0466

1−0,25
+ 0,01−0,25×0,03

1−0,25
= 0,0621+ 0,0033 = 6,54%

3. ξ̂ > 0 ⇒ domeniul Fréchet: cozi tip lege putere (cozi groase). Distribut, ia GPD are suport in�nit.
4. Prag prea jos: bias (multe date non-extreme); prag prea sus: variant,  mare (put, ine date). Se alege u
prin gra�cul Mean Excess.
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Anex : Variat, ie regulat  de ordin secund

De�nit, ie 6 (Variat, ie regulat  de ordin secund)

O funct, ie de supraviet,uire (survival function) F̄ satisface condit, ia de variat, ie regulat  (regular variation)
de ordin secund dac :

F̄ (x) = x−αL(x)

(
1+

b

ρ
xρ + o(xρ)

)
, x → ∞

unde ρ < 0 este parametrul de ordin secund s, i b ̸= 0.

⊡ ρ controleaz  rata de convergent
,
  c tre comportamentul asimptotic tip lege putere

⊡ |ρ| mic ⇒ convergent,  lent  ⇒ bias mare al estimatorului Hill

⊡ |ρ| mare ⇒ convergent,  rapid  ⇒ estimatorul Hill este �abil cu mai put, ine date extreme

⊡ Bias-ul estimatorului Hill: Bias(α̂H) ≈ b
ρ(α−ρ)

k−ρ/αnρ/α

⊡ Alegerea optimal  a k depinde de ρ � Referint,e: Hall (1982), de Haan & Stadtmüller (1996)
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Anex : Modelul CGMY s, i evaluarea opt, iunilor

De�nit, ie 7 (Procesul CGMY (Carr, Geman, Madan, Yor, 2002))

M sura Lévy:

ν(dx) = C
e−G |x|

|x |1+Y
1x<0 dx + C

e−Mx

x1+Y
1x>0 dx

Funct, ia caracteristic :

lnϕ(u) = C Γ(−Y )
[
(M − iu)Y −MY + (G + iu)Y − GY

]

⊡ C > 0: intensitatea salturilor; G ,M > 0: tempering; Y ∈ (−∞, 2): activitatea salturilor

⊡ G ̸= M ⇒ asimetrie; Y > 0 ⇒ activitate in�nit ; momente �nite + cozi groase

⊡ Pret,ul opt, iunii: C(K) = e−rT

2π

∫
e−iuK ϕT (u)

u2
du (Carr & Madan, 1999)

⊡ CGMY explic  zâmbetul volatilit t, ii f r  a recurge la volatilitate stochastic 
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Distribut, ii s, i estimare
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Econometrica, 57(2), 307�333.
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Resurse online s, i cod

⊡ Quantlet: https://quantlet.com ≻ Platform  de cod pentru metode cantitative
⊡ Quantinar: https://quantinar.com ≻ Platform  de înv t,are pentru metode cantitative
⊡ GitHub SFM: https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02 ≻ Cod

Python capitol 2
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Bibliogra�e IV
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⊡ Kelly, B., Jiang, H. & Pruitt, S. (2022). Tail Risk and Asset Prices. Review of Financial Studies,
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Evenimente recente relevante

⊡ Covid-19 (mar. 2020): S&P 500 −12% într-o zi; al 3-lea cel mai r u eveniment din istorie
⊡ FTX/crypto (nov. 2022): Pr bus, ire de −65% în 48h; cozi groase extreme
⊡ SVB (mar. 2023): Contagiune bancar ; risc de coad  în sectorul �nanciar
⊡ Lect

,
ia: Modelele cu cozi groase sunt esent

,
iale, nu opt, ionale
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V  Mult,umim!

Întreb ri?

Materialele cursului sunt disponibile la: https://danpele.github.io/SFM/

Quantlet Quantinar
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