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Motivat, ie 2

Volatilitatea

⊡ Volatilitatea este o m sur  statistic  a dispersiei

randamentelor pentru un activ �nanciar sau indice de
piat,  dat.

⊡ Reprezint  gradul de variat, ie a pret,ului unui activ în
timp.

⊡ Estimatori dezvoltat, i pentru piet,ele �nanciare:
▶ Volatilitatea istoric , Parkinson, Garman-Klass
▶ Rogers-Satchell, Yang-Zhang
▶ Volatilitatea realizat , modele GARCH / HEAVY
▶ Volatilitate stocastic  cu salturi, volatilitate implicit 

[Cutremurul s
,
i tsunamiul din 2011, T	ohoku,

Japonia]
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Volatilitatea istoric 

⊡ M soar  dispersia sau variabilitatea randamentelor pe o perioad  speci�cat  din trecut.

⊡ Volatilitatea istoric  se calculeaz  ca abaterea standard a randamentelor anterioare:

σ =

√√√√ 1
n − 1

n∑
t=1

(rt − r̄)2

⊡ Anualizarea volatilit t
,
ii: Deoarece volatilitatea este adesea exprimat  pe baz  anual , volatilitatea

zilnic  poate � anualizat  folosind:
σannual = σdaily ×

√
T

▶ T este num rul de perioade de tranzact, ionare dintr-un an (de obicei 252 de zile de tranzact, ionare).
▶ σdaily este abaterea standard a randamentelor zilnice.

⊡ Limit rile volatilit t
,
ii istorice:

▶ Performant,a trecut  poate s  nu prezic  volatilitatea viitoare.
▶ Nu ia în considerare s,ocurile sau schimb rile de regim ale piet,ei.
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Volatilitatea istoric 

[Dou  gra�ce: (1) Pret
,
ul de închidere AAPL s

,
i Volatilitatea pe 30 de zile (linie albastr  pret

,
, linie ros

,
ie volatilitate,

2022-01 pân  la 2023-09); (2) Randamentele logaritmice AAPL s
,
i Volatilitatea pe 30 de zile (randamente verzi,

volatilitate ros
,
ie)]

Statistic  pe Piet,e Financiare



Estimatori de volatilitate 6

Regula r d cinii p trate a timpului

⊡ Concept fundamental în managementul riscului �nanciar s, i în
�nant,ele cantitative.

⊡ Ofer  o metod  de scalare a volatilit t
,
ii pe diferite orizonturi de

timp, presupunând randamente IID care urmeaz  o distribut, ie
normal .

⊡ Presupunem randamente rt ∼ N (µ, σ2) i.i.d.

⊡ Randamentul total pe n perioade: Rn = r1 + r2 + . . .+ rn

⊡ Deoarece randamentele sunt IID: E[Rn] = nµ, Var(Rn) = nσ2

⊡ Abaterea standard pe n perioade: σn =
√
Var(Rn) =

√
n σ

⊡ Volatilitatea se scaleaz  cu r d cina p trat  a timpului.

⊡ În practic : σannual = σdaily ×
√
N, unde N este num rul de zile de

tranzact, ionare (de obicei 252).

[Portretul lui Louis Bachelier]
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Estimatorul Parkinson

⊡ Estimatorii tradit, ionali se bazeaz  adesea exclusiv pe pret,urile de închidere, omit,ând potent, ial
informat, ii valoroase cont, inute în cadrul perioadei de tranzact, ionare.

⊡ Parkinson (1980) a introdus un estimator care utilizeaz  pret
,
urile maxime s

,
i minime dintr-o perioad .

⊡ Ipoteze: tranzact, ionare continu , drift zero în procesul de pret, .

⊡ Prin utilizarea intervalului�diferent,a dintre pret,ul maxim s, i cel minim�surprinde variabilitatea
intra-perioad  a pret,ului mai e�cient decât estimatorii bazat, i exclusiv pe pret,uri de închidere.

σP =
1√
4 ln 2

√√√√1
n

n∑
t=1

(
ln

(
Ht

Lt

))2

▶ Ht este pret,ul maxim din ziua t.
▶ Lt este pret,ul minim din ziua t.
▶ n este num rul de perioade.
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Aplicat, ii

⊡ Estimarea volatilit t
,
ii pe piet

,
ele �nanciare: utilizat pe scar  larg  atunci când pret,urile de închidere nu

surprind pe deplin mis,c rile de pret, ; ofer  estim ri mai precise (Fiszeder & Perczak, 2013; Jacob &
Vipul, 2008).

⊡ Analiza comparativ  a estimatorilor de volatilitate: adesea inclus al turi de estimatorii Garman-Klass
s, i Rogers-Satchell (Lapinova & Saichev, 2017; Vasileiou, 2023).

⊡ Managementul riscului s
,
i evaluarea instrumentelor derivate: utilizat pentru evaluarea instrumentelor

derivate (Jacob & Vipul, 2008; Vasileiou, 2023).

⊡ Strategii de previziune s
,
i tranzact

,
ionare: integrat în modele de previziune (Fiszeder & Perczak, 2013;

Jacob & Vipul, 2008).

⊡ Aplicat
,
ii pe piet

,
ele emergente: deosebit de util acolo unde datele pot � mai put, in �abile (Jacob &

Vipul, 2008; Yang & Zhang, 2000).
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Estimatorul Garman-Klass

⊡ Încorporeaz  pret
,
urile OHLC (Open, High, Low, Close) pentru a oferi o estimare mai precis  a

volatilit t, ii sub ipoteza de drift zero (Garman & Klass, 1980):

σGK =

√√√√1
n

n∑
t=1

[
0.5

(
ln

(
Ht

Lt

))2

− (2 ln 2− 1)
(
ln

(
Ct

Ot

))2
]

⊡ Derivare: Modelul Mis,c rii Browniene Geometrice (GBM) cu drift zero (µ = 0) s, i tranzact, ionare
continu .

⊡ Ideea cheie: descompunerea variant,ei totale în componente care surprind diferite aspecte ale mis,c rilor
de pret, .

⊡ Sub GBM, modi�c rile logaritmice ale pret,ului sunt distribuite normal.
⊡ Variant,a total :

σ2 = Var
(
ln

Ct

Ot

)
+ Var

(
ln

Ht

Lt

)
− 2Cov

(
ln

Ct

Ot
, ln

Ht

Lt

)
⊡ Garman s, i Klass au derivat valorile as,teptate ale acestor componente s, i le-au combinat pentru a

minimiza variant,a.
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Avantaje s, i limit ri

E�cient,  s, i avantaje

⊡ Mai e�cient decât estimatorii bazat, i doar pe
pret,uri de închidere sau pe intervale
maxim-minim.

⊡ Încorporeaz  pret,urile de deschidere s, i de
închidere.

⊡ Reduce variant,a estimatorului.

⊡ Aproximativ de 7,4 ori mai e�cient decât
estimatorul închidere-la-închidere s, i mai e�cient
decât Parkinson.

⊡ Ia în considerare atât intervalul intra-zilnic, cât
s, i mis,c rile deschidere-închidere.

Ipoteze s, i limit ri

⊡ GK presupune randament as
,
teptat zero.

⊡ Tranzact, ionare continu .

⊡ F r  salturi de pret, .

⊡ F r  distorsiuni ale pret,ului de deschidere.

⊡ Înc lc rile (gap-uri overnight, salturi) pot
introduce distorsiuni.
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Estimatorul Rogers-Satchell

⊡ Estimatorul Rogers-Satchell:

σRS =

√√√√1
n

n∑
t=1

[
ln

(
Ht

Ct

)
ln

(
Ht

Ot

)
+ ln

(
Lt

Ct

)
ln

(
Lt

Ot

)]
⊡ Aplicat

,
ii:

▶ Managementul riscului: evaluarea riscului de det, inere/tranzact, ionare.
▶ Evaluarea opt, iunilor: volatilitate precis  pentru evaluarea instrumentelor derivate.
▶ Optimizarea portofoliului: informarea aloc rii activelor.

⊡ Avantaje:

▶ Ajustarea pentru drift: ia în considerare drift-ul în procesul de pret, .
▶ Încorporeaz  mai multe puncte de pret, (OHLC).

⊡ Limit ri:

▶ Cerint,e de date: necesit  date OHLC detaliate.

⊡ Ipoteze: pret,ul activului urmeaz  o Mis,care Brownian  Geometric  cu drift.
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Aplicat, ii

⊡ Estimarea volatilit t
,
ii pe piet

,
ele emergente: utilizat frecvent (Öztürk et al., 2016).

⊡ Analiz  comparativ : estim ri robuste în cazul mis,c rilor extreme de pret, (Lapinova & Saichev, 2017).

⊡ Aplicat
,
ii pe piet

,
ele de criptomonede: surprinde caracteristicile unice ale volatilit t, ii (Cadenas-Morales,

2022).

⊡ Managementul riscului s
,
i evaluarea instrumentelor derivate: precis pe piet,ele de act, iuni s, i opt, iuni

(Faªdzi«ski & Osi«ska, 2016).

⊡ Strategii de previziune s
,
i tranzact

,
ionare: performant,  îmbun t t, it  (Banerjee, 2023).
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Estimatorul Yang-Zhang

⊡ Estimatorul Yang-Zhang (Yang & Zhang, 2000) combin  volatilitatea overnight (închidere-deschidere)
cu o medie ponderat  a volatilit t, ii Rogers-Satchell s, i a volatilit t, ii deschidere-închidere.

⊡ De 14 ori mai e�cient decât estimatorul închidere-la-închidere:

σYZ =
√

σ2O + k σ2C + (1− k)σ2RS

⊡ σYZ : volatilitatea estimat  Yang-Zhang.

⊡ Variant
,
a overnight: σ2O = 1

T−1

∑T
t=1

(
ln Ot

Ct−1
− ln Ot

Ct−1

)2
⊡ Variant

,
a deschidere-închidere: σ2C = 1

T−1

∑T
t=1

(
ln Ct

Ot
− ln Ct

Ot

)2
⊡ Variant

,
a Rogers-Satchell: σ2RS = 1

n

∑n
t=1

[
lnHt

Ct
lnHt

Ot
+ ln Lt

Ct
ln Lt

Ot

]
⊡ k = α−1

α+ T+1

T−1

: Factor de ponderare, de obicei k = 0.34.

Statistic  pe Piet,e Financiare



Estimatori de volatilitate 14

Estimatori de volatilitate: Exemplu

[Gra�c cu estimatori de volatilitate rulant  pentru AAPL. Linii: Historical_Vol (albastru), Parkinson_Vol

(portocaliu), Garman_Klass_Vol (verde), Rogers_Satchell_Vol (ros
,
u), Yang_Zhang_Vol (violet). Interval de

date 2019-01 pân  la 2022-07. Logo Q în colt
,
ul din dreapta jos.]
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Indicatorul Sharpe

⊡ Indicatorul Sharpe m soar  randamentul excesiv al unui activ fat,  de rata f r  risc, ajustat pentru risc
(volatilitate).

⊡ Este o m sur  larg utilizat  a performant
,
ei ajustate la risc.

SRt =
R̄t − Rf

σt

▶ R̄t este randamentul mediu al activului pe perioada t.
▶ Rf este rata f r  risc, de obicei bazat  pe obligat, iuni de stat.
▶ σt este volatilitatea randamentelor pe perioada t.

⊡ Un indicator Sharpe mai mare indic  o performant,  ajustat  la risc mai bun  (Sharpe, 1966).
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Interpretarea indicatorului Sharpe

⊡ Valori mai mari indic  randamente ajustate la risc mai bune.

⊡ Permite compararea investit, iilor cu niveluri diferite de risc.

Indicatorul Sharpe Interpretare

SR < 0 Mai r u decât rata f r  risc
0− 0.5 Slab
0.5− 1 Acceptabil
1− 2 Bun
> 2 Excelent
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Cadru matematic

⊡ Randamentul as
,
teptat al unui portofoliu:

E[Rp] =
n∑

i=1

wi · E[Ri ]

▶ wi : Ponderea activului i .
▶ E[Ri ]: Randamentul as,teptat al activului i .
▶ n: Num rul de active.

⊡ În practic , se folosesc adesea mediile randamentelor istorice:

E[Ri ] ≈
1
T

T∑
t=1

ri,t

⊡ Anualizat din randamente zilnice:

E[Ri ]annual = E[Ri ]daily × 252
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Volatilitatea portofoliului

⊡ Volatilitatea portofoliului t, ine cont de corelat, iile dintre active:

σp =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

wi wj σi σj ρij

⊡ În notat, ie matriceal :
σp =

√
wTΣw

▶ w: Vectorul ponderilor activelor.
▶ Σ: Matricea de covariant,  a randamentelor.

⊡ Anualizat din volatilitatea zilnic :
σannual = σdaily ×

√
252
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Optimizarea portofoliului

⊡ Frontiera e�cient  � Portofolii care:
▶ Maximizeaz  randamentul as,teptat pentru un nivel dat de risc.
▶ Minimizeaz  riscul pentru un nivel dat de randament as,teptat.
▶ Fiecare punct de pe frontier  este o alocare unic  de portofoliu.
▶ Portofoliile sub frontier  sunt suboptimale.
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Frontiera e�cient 

⊡ Analizând aceste active:
▶ SPY: S&P 500 (act, iuni americane de mare capitalizare)
▶ QQQ: Nasdaq 100 (tehnologie)
▶ GLD: Aur
▶ TLT: Obligat, iuni de stat pe termen lung
▶ VNQ: Imobiliare

Activ Randament (%) Volatilitate (%) Indicatorul Sharpe

SPY 14.33 19.35 0.637
QQQ 19.57 24.04 0.7309
GLD 11.62 14.31 0.6725
TLT −0.37 16.16 −0.1469
VNQ 8.23 22.75 0.2738

Desc rcarea datelor de pret, de la 2018-01-01 la 2025-03-04. S-au desc rcat 1801 zile de date. Generarea a 10000

de portofolii aleatorii.
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Frontiera e�cient 

[Gra�c de tip scatter cu Frontiera E�cient  a Portofoliilor. Axa X: Volatilitate anualizat  (Abatere standard), Axa

Y: Randament as
,
teptat anualizat. Codi�cat prin culoare dup  Indicatorul Sharpe (bar  de culoare de la 0 la 0,8+).

Stea ros
,
ie: Portofoliul Optim (Sharpe: 0,9070)]
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Portofoliul optim

[Gra�c cu bare pentru Alocarea Activelor din Portofoliul Optim. SPY: 47,7%, QQQ: 33,4%, GLD: 17,4%, TLT:

0,9%, VNQ: 0,6%. Randament: 14,62%, Volatilitate: 13,91%, Indicatorul Sharpe: 0,9070]

Statistic  pe Piet,e Financiare



Concluzii s, i teme 23

Concluzii

⊡ Randamentele reprezint  metrica fundamental  pentru evaluarea performant,ei activelor.

⊡ Estimatorii de volatilitate m soar  amplitudinea �uctuat, iilor pret,urilor activelor, ajutând la
cuanti�carea nivelului de risc de piat, .

⊡ Volatilitatea este esent, ial  pentru înt,elegerea incertitudinii de piat
,
  s, i constituie piatra de temelie a

strategiilor de management al riscului.

⊡ Estimarea precis  a volatilit t, ii sust, ine o mai bun  evaluare a instrumentelor derivate, gestionarea
portofoliului s, i luarea deciziilor strategice pe piet,e turbulente.

⊡ Traderii s, i analis,tii se bazeaz  pe previziunile de volatilitate pentru a stabili limite de risc s, i a ajusta
dinamic strategiile.

⊡ Randamentele s, i estimatorii de volatilitate sunt date de intrare fundamentale pentru algoritmi din
tranzact

,
ionarea de înalt  frecvent

,
  s, i sisteme automate, ghidând deciziile de cump rare/vânzare s, i

optimizând portofoliile.
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Teme

[Imaginea timbrului Petrache Poenaru]
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Calculul randamentelor � Diavolul se ascunde în detalii

⊡ Pret,ul unei act, iuni la momentul t este Pt = $100. Pe parcursul urm toarelor trei perioade,
randamentele compuse continuu sunt rt+1 = 0.1, rt+2 = −0.05 s, i rt+3 = 0.02.

⊡ Calculat, i pret,ul act, iunii la momentele t + 1, t + 2, t + 3. Ar tat, i calculele.

⊡ Acum, presupunet, i c  randamentele simple pe aceleas, i perioade sunt Rt+1 = 0.1, Rt+2 = −0.05 s, i
Rt+3 = 0.02. Calculat, i pret,urile.

⊡ Comparat, i rezultatele � Sunt identice? De ce sau de ce nu?

⊡ Explicat, i implicat, iile practice pentru orizonturi de timp mai lungi.
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Calculul randamentelor � Diavolul se ascunde în detalii

⊡ Vi se d  o serie temporal  de pret,uri ale act, iunilor P0,P1, . . . ,Pn.

⊡ Derivat, i o formul  general  pentru calculul randamentului total compus continuu de la momentul 0 la
momentul n.

⊡ Cum se raporteaz  aceasta la randamentele individuale pe perioade?

⊡ Explicat, i cum se aplic  conceptul de aditivitate temporal  la randamentele compuse continuu.

⊡ De ce este aceast  proprietate dezirabil  în modelarea �nanciar ?
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Volatilitate s, i risc � Dincolo de elementele de baz 

⊡ De�nit, i volatilitatea în contextul piet,elor �nanciare. Raportat, i la discut, ia despre risc.

⊡ De ce este volatilitatea considerat  o m sur  a riscului? Ce tip de risc surprinde?

⊡ Discutat, i diferite moduri de a estima volatilitatea.

⊡ Avantaje s, i dezavantaje ale utiliz rii datelor istorice?

⊡ Care sunt alte abord ri (ment, ionat, i cel put, in dou )?
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Volatilitate s, i risc � Dincolo de elementele de baz 

⊡ Dou  active A s, i B. Activul A are un randament as,teptat mai mare s, i o volatilitate mai mare. Cum
decidet, i în care s  investit, i? Explicat, i aversiunea la risc.

⊡ Un portofoliu din X s, i Y cu ponderi wX s, i wY (wX + wY = 1). Volatilit t, i σX s, i σY , corelat, ie ρXY .

⊡ Derivat, i formula pentru volatilitatea portofoliului σP .

⊡ Explicat, i cum poate diversi�carea s  reduc  volatilitatea portofoliului.
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Regula r d cinii p trate a timpului � Când da s, i când nu

⊡ Explicat, i regula r d cinii p trate a timpului pentru scalarea volatilit t, ii. Scriet, i formula. De�nit, i toate
variabilele.

⊡ Care sunt ipotezele principale?

⊡ O act, iune are o volatilitate zilnic  de 1,2%. Estimat, i volatilit t, ile s pt mânal , lunar  s, i anual  (5, 22,
252 de zile de tranzact, ionare). Ar tat, i calculele.

⊡ Acum imaginat, i-v  c  randamentele sunt autocorelate pozitiv. Volatilitatea anual  real  ar � mai mare
sau mai mic  decât estimarea?

⊡ Cum afecteaz  autocorelat, ia scalarea volatilit t, ii?
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