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Cuprins Seminar
⊡ Recapitulare Rapid  � Formule cheie, propriet t, i s, i comparat, ii

⊡ Test Gril  � 15 întreb ri cu variante de r spuns

⊡ Întreb ri Adev rat/Fals � 14 întreb ri de evaluare conceptual 

⊡ Exercit
,
ii de Calcul � 8 probleme rezolvate pas cu pas

⊡ Exercit
,
ii Python � 6 exercit, ii de implementare s, i vizualizare

⊡ Întreb ri de Discut
,
ie � 4 scenarii s, i gândire critic 

⊡ Exercit
,
ii cu asistent

,
  AI � Gândire critic  cu LLM

⊡ Rezumat � Concluzii s, i pas, i urm tori
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Recapitulare Rapid  3

Formule Cheie de Ret, inut
Distribut

,
ia Normal :

⊡ PDF: f (x) = 1

σ
√
2π

exp
(
− (x−µ)2

2σ2

)
⊡ Skewness: S = 0, Kurtosis: K = 3

Student-t:

⊡ Exces kurtosis: κ = 6/(ν − 4), ν > 4
⊡ ν → ∞ ⇒ N (0, 1)

Pareto:

⊡ Supraviet,uire: F̄ (x) = (xm/x)
α

⊡ E[X ] = αxm/(α− 1), α > 1

M suri de Risc:

⊡ VaR Normal: VaRα = −(µ+ zασ)
⊡ ES Normal: ESα = −µ+ σ · ϕ(zα)/α
⊡ ES ≥ VaR întotdeauna

Select
,
ia Modelului:

⊡ AIC: −2ℓ+ 2k
⊡ BIC: −2ℓ+ k ln n

Testul Jarque�Bera:

⊡ JB = n
6

(
Ŝ2 + (K̂−3)2

4

)
∼ χ2(2)
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Rezumatul Conceptelor Cheie

Concept Punct Cheie Când se Foloses
,
te

Normal S = 0, K = 3; complet speci�cat  de µ, σ Benchmark, ipotez  nul 
Student-t Cozi grele, κ = 6/(ν − 4) Randamente zilnice (ν ≈ 3�8)
Pareto Declin polinomial x−α Modelarea cozilor extreme

VaR Cuantila pierderilor Limita de pierdere la nivel α
ES Media pierderilor > VaR M sur  coerent  de risc

AIC/BIC Penalizare complexitate Select, ia modelului distributional
Jarque�Bera H0: normalitate (S = 0,K = 3) Test de normalitate
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Regula Empiric  s, i Limitele Distribut, iei Normale
⊡ Regula 68�95�99.7:
⊡ Pr(µ− σ < X < µ+ σ) = 68.3%
⊡ Pr(µ− 2σ < X < µ+ 2σ) = 95.4%
⊡ Pr(µ− 3σ < X < µ+ 3σ) = 99.7%

⊡ De ce es
,
ueaz  pe piet

,
e?

⊡ Regula prezice: doar 0.3% dincolo de 3σ
⊡ Realitate: randamente de 5σ�10σ apar de zeci de

ori mai frecvent
⊡ Exemplu: �Luni Neagr � (1987): −22% ≈ 25σ
⊡ Sub Normal: Pr < 10−100 � practic imposibil
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Distribut,ia normal : simetric , cozi exponent,iale
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Student-t: Efectul Gradelor de Libertate ν
⊡ Cum ν controleaz  forma distribut

,
iei:

ν Variant
,
  Kurtosis Cozi

1 (Cauchy) ∞ ∞ Foarte grele
3 3.0 ∞ Grele
5 1.67 9.0 Moderate
10 1.25 4.0 Us,oare
30 1.07 3.2 ≈ Normal
∞ 1.00 3.0 Normal

⊡ Randamente �nanciare: ν̂ ≈ 3�8
⊡ Cu cât ν mai mic, cu atât mai multe evenimente

extreme
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Distribut, ia Pareto s, i Legea de Putere
⊡ Legea de putere: Pr(X > x) ∼ x−α

⊡ Declin polinomial vs exponent, ial (Normal)
⊡ Cozile sunt mult mai groase

⊡ Aplicat
,
ii în �nant

,
e:

⊡ Pierderi extreme (cozile randamentelor)
⊡ Distribut, ia bog t, iei (regula 80/20)
⊡ Volumele de tranzact, ionare
⊡ Dimensiunea companiilor pe burs 

⊡ Proprietate cheie (scalabilitate):
⊡ Pr(X > 2x | X > x) = 2−α, constant în x
⊡ Probabilitatea condit, ional  nu depinde de prag!
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Survival Function: Stable(1.7) vs Normal

Stable ( = 1.7) Normal x 1.7 (reference)

Pareto: declin polinomial pe log-log
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Comparat, ie: Cozile Distribut, iilor
⊡ Rata de declin a cozilor � de la us

,
oare la grele:

Distribut
,
ie Declin coad  Momente �nite VaR 1% (σ = 1%) Utilizare

Normal e−x2/2 Toate 2.33% Benchmark
Student-t (ν = 5) x−(ν+1) p < ν 3.37% Randamente zilnice
Pareto (α = 3) x−α p < α 9.28% Pierderi extreme
Cauchy (ν = 1) x−2 Niciun moment � Caz limit 

⊡ ⇒ Cu cât cozile sunt mai grele, cu atât VaR cres,te dramatic
⊡ Diferent,a este mic  la 5%, dar enorm  la 0.1%
⊡ Alegerea distribut, iei conteaz  cel mai mult în cozile extreme
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Test 1: Testul Jarque�Bera

Întrebare
Testul Jarque�Bera veri�c :

Variante de r spuns

(A) Stat, ionaritatea seriei

(B) Normalitatea distribut, iei

(C) Absent,a autocorelat, iei

(D) Homoscedasticitatea
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Test 1: R spuns

R spuns: B

Normalitatea distribut, iei

⊡ Explicat
,
ie:

JB =
n

6

(
Ŝ2 +

(K̂ − 3)2

4

)
∼ χ2(2)

⊡ H0: Distribut, ia este normal  (S = 0, K = 3)
⊡ H1: Distribut, ia nu este normal 
⊡ Se bazeaz  pe skewness s, i kurtosis
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Distribut,ia normal : S = 0, K = 3

SFM_ch2_normal_distribution

Statistica Piet,elor Financiare

https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02/SFM_ch2_normal_distribution


Test Gril  11

Test 2: Excesul de kurtosis

Întrebare
Excesul de kurtosis al distribut, iei Student-t cu ν = 6 este:

Variante de r spuns

(A) 1.5

(B) 3.0

(C) 6.0

(D) Nu exist 
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Test 2: R spuns

R spuns: B

κ = 6/(6− 4) = 3.0

⊡ Formula excesului de kurtosis:

κ =
6

ν − 4
pentru ν > 4

⊡ Veri�carea opt, iunilor:
⊡ A: κ = 1.5 ar necesita ν = 8 Ö
⊡ B: κ = 6/(6− 4) = 3.0 ✓
⊡ C: κ = 6.0 ar necesita ν = 5 Ö
⊡ D: Kurtosis exist  pentru ν > 4 Ö
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Student-t: cozi grele, κ > 0

SFM_ch2_student_t
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Test 3: VaR Normal

Întrebare
VaR Normal la 1% cu µ = 0, σ = 1% este aproximativ:

Variante de r spuns

(A) 1.65%

(B) 2.33%

(C) 3.09%

(D) 3.72%
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Test 3: R spuns

R spuns: B

VaR1% = 2.326× 1% ≈ 2.33%

⊡ Formula VaR Normal:

VaRα = −(µ+ zα · σ)

⊡ Cuantilele cheie:
⊡ A: z5% = −1.645 Ö
⊡ B: z1% = −2.326 ✓
⊡ C: z0.1% = −3.090 Ö
⊡ D: Nu corespunde unui nivel standard Ö
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SFM_ch2_risk_management
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Test 4: Student-t s, i convergent,a

Întrebare
Când ν → ∞, distribut, ia Student-t:

Variante de r spuns

(A) Converge la Cauchy

(B) Converge la Normal

(C) Variant,a devine in�nit 

(D) Nu converge
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Test 4: R spuns

R spuns: B

Converge la distribut, ia normal  standard

⊡ Ierarhia distribut
,
iilor:

⊡ ν = 1: Cauchy (cozi foarte grele)
⊡ ν = 3�8: randamente �nanciare tipice
⊡ ν = 30: aproape normal 
⊡ ν → ∞: exact N (0, 1)
⊡ ⇒ Distribut, ia normal  este un caz limit  al

Student-t.
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Student-t converge la normal pe m sur  ce ν → ∞

SFM_ch2_student_t
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Test 5: Expected Shortfall

Întrebare
Care a�rmat, ie despre ES este adev rat ?

Variante de r spuns

(A) ES < VaR întotdeauna

(B) ES ≥ VaR întotdeauna

(C) ES = VaR sub normalitate

(D) ES nu este de�nit sub Student-t
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Test 5: R spuns

R spuns: B

ES ≥ VaR întotdeauna

⊡ De�nit
,
ia ES:

ESα = E[−X | −X > VaRα]

⊡ ES este media pierderilor condit, ionate de
dep s, irea VaR ⇒ nu poate � mai mic  decât
VaR.

⊡ Sub normalitate: ES/VaR ≈ 1.14 la 1%.
⊡ Sub Student-t: raportul cres,te cu sc derea ν.
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B. Left Tail: P(X < -x)
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ES: aria sub coad  dincolo de VaR

SFM_ch2_risk_management
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Test 6: Faptele stilizate

Întrebare
Care dintre urm toarele NU este un fapt stilizat al randamentelor �nanciare?

Variante de r spuns

(A) Cozi grele (leptokurtosis)

(B) Volatility clustering

(C) Distribut, ie normal  perfect 

(D) Asimetrie negativ 
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Test 6: R spuns

R spuns: C

Randamentele reale NU sunt normal distribuite

⊡ Faptele stilizate (Cont, 2001):
⊡ Cozi grele: K̂ > 3 ✓
⊡ Volatility clustering ✓
⊡ Asimetrie negativ  pe act, iuni ✓
⊡ Normalitate: respins  pe toate piet,ele Ö
⊡ ⇒ Normalitatea este o aproximare, nu un fapt.
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Fapte stilizate: comparat,ie 3 active
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Test 7: Skewness-ul randamentelor

Întrebare
Pe randamente zilnice de act, iuni, Ŝ = −0.5 sugereaz :

Variante de r spuns

(A) Mai multe randamente pozitive extreme

(B) Mai multe randamente negative extreme

(C) Simetrie perfect 

(D) Kurtosis excesiv 
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Test 7: R spuns

R spuns: B

Coada stâng  este mai grea

⊡ Interpretarea skewness:
⊡ S < 0: coada stâng  mai lung  (pierderi mari) ✓
⊡ S > 0: coada dreapt  mai lung 
⊡ S = 0: simetrie
⊡ Pe act, iuni: efectul de levier (Black, 1976) �

sc derile sunt mai abrupte decât cres,terile.
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n = 6,537
Best AIC: Student-t
Best BIC: Student-t

S\&P 500 Log-Returns: Distribution Comparison

S\&P 500 log-returns
Normal (AIC=-39037)
Student-t (df=2.64, AIC=-40954)

GED ( =0.87, AIC=-40951)
Stable ( =1.54, AIC=-40860)

Skewness negativ: coada stâng  mai grea
SFM_ch2_distribution_comparison
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Test 8: MLE pentru Normal

Întrebare
Estimatorul MLE pentru σ2 în cazul normal este:

Variante de r spuns

(A) 1

n−1

∑n
i=1(xi − x̄)2

(B) 1

n

∑n
i=1(xi − x̄)2

(C) 1

n

∑n
i=1 x

2
i

(D) 1

n−2

∑n
i=1(xi − x̄)2
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Test 8: R spuns

R spuns: B

σ̂2MLE = 1

n

∑
(xi − x̄)2

⊡ Explicat
,
ie:

⊡ MLE maximizeaz  log-verosimilitatea:

ℓ(µ, σ2) = −n

2
ln(2πσ2)− 1

2σ2
∑

(xi − µ)2

⊡ A: estimatorul nedeplasat (corect, dar nu MLE) Ö
⊡ B: MLE (us,or deplasat) ✓
⊡ C: nu centreaz  la medie Ö
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SFM_ch2_normal_distribution
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Test 9: Raportul ES/VaR

Întrebare
Dac  VaR la 1% = 3% s, i ES la 1% = 4.5%, raportul ES/VaR este:

Variante de r spuns

(A) 0.67

(B) 1.00

(C) 1.50

(D) 3.00
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Test 9: R spuns

R spuns: C

ES/VaR = 4.5%/3% = 1.50

⊡ Raportul ES/VaR:
⊡ Sub normalitate la 1%: ≈ 1.14
⊡ Sub Student-t(ν = 5) la 1%: ≈ 1.50
⊡ Cu cât cozile sunt mai grele, cu atât raportul

cres,te
⊡ ES/VaR = 1.50 > 1.14 ⇒ distribut, ia este mai

grea decât distribut, ia normal .
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B. Left Tail: P(X < -x)
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ES capteaz  severitatea pierderilor extreme

SFM_ch2_distribution_comparison
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Test 10: Penalizarea BIC

Întrebare
Pe un es,antion de n = 5000, BIC penalizeaz  un parametru suplimentar cu:

Variante de r spuns

(A) 2

(B) 8.52

(C) 5000

(D) ln(2) ≈ 0.69
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Test 10: R spuns

R spuns: B

ln(5000) ≈ 8.52 per parametru

⊡ Comparat
,
ie AIC vs BIC:

AIC : penalizare = 2k

BIC : penalizare = k ln(n)

⊡ Pentru n = 5000:
⊡ AIC: +2 per parametru
⊡ BIC: +8.52 per parametru
⊡ ⇒ BIC favorizeaz  modele mai parcimonioase.
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Test 11: Distribut, ia Pareto

Întrebare
Funct, ia de supraviet,uire a distribut, iei Pareto(xm, α) este:

Variante de r spuns

(A) F̄ (x) = (xm/x)
α

(B) F̄ (x) = e−αx

(C) F̄ (x) = 1/(1+ xα)

(D) F̄ (x) = (x/xm)
−α

Statistica Piet,elor Financiare
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Test 11: R spuns

R spuns: A

F̄ (x) = Pr(X > x) = (xm/x)
α pentru x ≥ xm

⊡ Explicat
,
ie:

⊡ A: Corect � declin polinomial (legea de putere)
✓

⊡ B: Declin exponent, ial (Exponent, ial , nu Pareto)
Ö

⊡ C: Distribut, ia log-logistic  Ö
⊡ D: Echivalent cu A doar dac  xm = 1 Ö
⊡ Cheia: cozile Pareto scad ca x−α, mult mai lent

decât e−x .
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Test 12: Teorema Limit  Central 

Întrebare
CLT garanteaz  convergent,a mediei es,antionului la Normal. Care condit, ie este esent, ial ?

Variante de r spuns

(A) Distribut, ia original  trebuie s  �e normal 

(B) Variant,a distribut, iei originale trebuie s  �e �nit 

(C) Observat, iile trebuie s  �e corelate

(D) Es,antionul trebuie s  �e mai mic de 30
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Test 12: R spuns

R spuns: B

Variant,  �nit  este condit, ia esent, ial 

⊡ Teorema Limit  Central  (Lindeberg-Lévy):
⊡ Dac  X1, . . . ,Xn sunt i.i.d. cu E[X ] = µ s, i

Var(X ) = σ2 < ∞:

X̄n − µ

σ/
√
n

d−→ N (0, 1)

⊡ A: Distribut, ia original  poate � orice Ö

⊡ B: σ2 < ∞ este necesar ✓
⊡ C: Observat, iile trebuie s  �e independente Ö

⊡ D: n → ∞, nu n < 30 Ö
⊡ F r  variant,  �nit  ⇒ convergent,  la distribut, ii

stabile
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Central Limit Theorem: Sum of t(3) Random Variables

CLT: convergent,a la Normal pe m sur  ce n cres,te
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Test 13: Interpretarea Q-Q Plot

Întrebare
Pe un Q-Q plot normal, punctele curbate în sus la cap tul drept s, i în jos la cap tul stâng indic :

Variante de r spuns

(A) Normalitate perfect 

(B) Cozi mai us,oare decât normala

(C) Cozi mai grele decât normala

(D) Asimetrie pozitiv 
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Test 13: R spuns

R spuns: C

Cozi mai grele decât distribut, ia normal 

⊡ Interpretarea Q-Q plot:
⊡ Linie dreapt : distribut, ia se potrives,te ✓
⊡ Curbare în S: cozi grele (leptokurtosis)
⊡ Cap t drept ↑: valori extreme pozitive mai mari
⊡ Cap t stâng ↓: valori extreme negative mai mari
⊡ ⇒ Randamentele au mai multe evenimente

extreme decât prezice distribut, ia normal 
⊡ Q-Q plot-ul este vizual, nu un test formal

0.10 0.05 0.00 0.05 0.10
Theoretical quantiles (Normal)

0.10

0.05

0.00

0.05

0.10

Sa
m

pl
e 

qu
an

til
es

A. Normal QQ

45-degree line

0.2 0.1 0.0 0.1 0.2
Theoretical quantiles (Student-t)

0.2

0.1

0.0

0.1

0.2

Sa
m

pl
e 

qu
an

til
es

B. Student-t QQ (df=2.64)

45-degree line

0.10 0.05 0.00 0.05 0.10
Theoretical quantiles (GED)

0.10

0.05

0.00

0.05

0.10

Sa
m

pl
e 

qu
an

til
es

C. GED QQ ( =0.87)

45-degree line

1.00 0.75 0.50 0.25 0.00 0.25 0.50 0.75
Theoretical quantiles (Stable)

1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

0.25

0.50

0.75

Sa
m

pl
e 

qu
an

til
es

D. Stable QQ ( =1.54)

45-degree line

Q-Q plot: deviat,iile din cozi indic  leptokurtosis
SFM_ch2_distribution_comparison
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Test 14: Subaditivitatea VaR

Întrebare
VaR nu este subaditiv . Ce înseamn  aceasta?

Variante de r spuns

(A) VaR(A+ B) ≤ VaR(A) + VaR(B) întotdeauna

(B) VaR(A+ B) > VaR(A) + VaR(B) este posibil

(C) VaR nu poate � calculat pentru portofolii

(D) VaR este întotdeauna mai mare decât ES
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Test 14: R spuns

R spuns: B

Diversi�carea poate cres,te VaR-ul

⊡ Lipsa subaditivit t
,
ii:

⊡ Exist  cazuri în care combinarea a 2 active cres
,
te

VaR-ul total
⊡ Aceasta contrazice principiul diversi�c rii
⊡ Exemplu clasic: dou  opt, iuni digitale cu

probabilit t, i mici de pierdere
⊡ ES satisface întotdeauna subaditivitatea:

ES(A+ B) ≤ ES(A) + ES(B)

⊡ ⇒ ES este o m sur  de risc coerent ; VaR nu
este

1
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ES is
subadditive 

ES: diversification always reduces risk

VaR: diversi�carea nu garanteaz  reducerea

SFM_ch2_risk_management
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Test 15: Momentele Distribut, iei Pareto

Întrebare
Dac  X ∼ Pareto(α = 2.5), care momente sunt �nite?

Variante de r spuns

(A) Doar media

(B) Media s, i variant,a

(C) Media, variant,a s, i skewness

(D) Toate momentele
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Test 15: R spuns

R spuns: B

Media s, i variant,a, dar nu skewness

⊡ Regula momentelor Pareto:
⊡ E[X p] < ∞ dac  s, i numai dac  p < α
⊡ Cu α = 2.5:
⊡ p = 1 (media): 1 < 2.5 ✓
⊡ p = 2 (variant,a): 2 < 2.5 ✓
⊡ p = 3 (skewness): 3 > 2.5 Ö in�nit
⊡ Ierarhia momentelor:

α > 1 Media �nit 
α > 2 Variant,a �nit 
α > 3 Skewness �nit
α > 4 Kurtosis �nit 
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Estimatorul Hill: α̂ determin  ce momente exist 

SFM_ch2_extreme_value

Statistica Piet,elor Financiare

https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02/SFM_ch2_extreme_value


Întreb ri Adev rat/Fals 39

Adev rat sau Fals? � Întreb ri
⊡ R spundet

,
i cu Adev rat (A) sau Fals (F):

1. Distribut, ia normal  este complet speci�cat  de medie s, i variant, .
2. Testul Jarque�Bera are putere mare pe es,antioane mici (n < 30).
3. Excesul de kurtosis al distribut, iei Student-t exist  pentru orice ν > 0.
4. VaR Normal subestimeaz  riscul real la nivel de 1% pe piet,ele �nanciare.
5. ES este o m sur  de risc coerent , dar VaR nu este.
6. AIC penalizeaz  complexitatea mai mult decât BIC.
7. Media distribut, iei Pareto cu α = 1.5 este �nit .
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Adev rat sau Fals? � R spunsuri
1. A: N (µ, σ2) are exact 2 parametri
2. F: JB are putere sc zut  pe es,antioane mici;

necesit  n ≥ 100
3. F: Kurtosis exist  doar pentru ν > 4; variant,a doar

pentru ν > 2
4. A: Cozile empirice sunt mai grele decât cele normale
5. A: VaR nu este subaditiv ; ES satisface axiomele de

coerent, 
6. F: BIC penalizeaz  mai mult (k ln n vs 2k pentru

n > 7)
7. A: E[X ] = αxm/(α− 1) �nit  pentru α > 1; cu

α = 1.5 ⇒ media exist 
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n = 6,537
Best AIC: Student-t
Best BIC: Student-t

S\&P 500 Log-Returns: Distribution Comparison

S\&P 500 log-returns
Normal (AIC=-39037)
Student-t (df=2.64, AIC=-40954)

GED ( =0.87, AIC=-40951)
Stable ( =1.54, AIC=-40860)

Normal vs Student-t vs Empiric
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Adev rat sau Fals? � Întreb ri (Partea II)
⊡ R spundet

,
i cu Adev rat (A) sau Fals (F):

8. Teorema Limit  Central  necesit  variant,  �nit  a distribut, iei originale.
9. Q-Q plot-ul este un test formal de normalitate (produce o p-valoare).
10. Expected Shortfall este subaditiv  pentru orice distribut, ie continu .
11. Distribut, ia Cauchy este Student-t cu ν = 1.
12. Pareto cu α = 0.8 are medie �nit .
13. VaR la 5% este întotdeauna mai mare decât VaR la 1%.
14. Log-randamentele sunt preferate randamentelor simple deoarece sunt aditive în timp.
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Adev rat sau Fals? � R spunsuri (Partea II)
8. A: CLT standard cere Var(X ) < ∞; f r  variant,  �nit  ⇒ convergent,  c tre stabile, nu Normal
9. F: Q-Q plot-ul este un instrument gra�c, nu un test formal; testele formale sunt JB, SW, AD
10. A: ES satisface subaditivitatea: ES(A+ B) ≤ ES(A) + ES(B) � proprietate cheie de coerent, 
11. A: Cauchy ≡ t1; nu are nici medie, nici variant,  de�nite
12. F: Media Pareto exist  doar pentru α > 1; cu α = 0.8 < 1 ⇒ medie in�nit 
13. F: VaR la 5% < VaR la 1% (cuantila 5% este mai aproape de centru decât cuantila 1%)
14. A: r1→T =

∑T
t=1 rt � aditivitate temporal ; randamentele simple se compun multiplicativ
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Exercit, iul 1: Log-randamente s, i testul JB
⊡ Problem : Pret,urile de închidere pe 5 zile: P0 = 100, P1 = 103, P2 = 99, P3 = 101, P4 = 105.
⊡ Calculat, i:

1. Log-randamentele rt = ln(Pt/Pt−1)
2. Media, variant,a, skewness, kurtosis ale es,antionului
3. Statistica Jarque�Bera s, i concluzia la 5%
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Exercit, iul 1: Solut, ie
⊡ 1. Log-randamente:

t Pt/Pt−1 rt

1 1.030 0.0296
2 0.961 −0.0396
3 1.020 0.0200
4 1.040 0.0388

⊡ 2. Momente: r̄ = 0.0122, s2 = 0.001186,
Ŝ ≈ −0.86, K̂ ≈ 2.05

⊡ 3. JB: JB = 4

6
(0.74+ 0.23) = 0.64

⊡ χ2
0.05(2) = 5.99 ⇒ Nu respingem H0

⊡ Atent, ie: putere sc zut  cu n = 4!
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A. QQ-Plot: S\&P 500 Returns vs Normal

45-degree line

Test Statistic p-value / Critical Reject H  (5%)

Jarque-Bera 30876.71 p = 0.00e+00 Yes

Shapiro-Wilk 0.909685 p = 1.64e-47 Yes

Anderson-Darling 126.2996 cv(5%) = 0.7520 Yes

Sample size: n = 6,537
Skewness: -0.3489  |  Excess kurtosis: 10.6242

H : Data follows a Normal distribution

B. Normality Test Results

Teste de normalitate pe randamente reale

SFM_ch2_normal_distribution
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Exercit, iul 2: VaR s, i ES Normal
⊡ Problem : Portofoliu de 10 000 000 EUR, µ = 0.05%, σ = 1.2% zilnic.
⊡ Calculat, i:

1. VaR Normal la 5%, 1% s, i 0.1%
2. ES la 1% sub ipoteza normal 
3. Raportul ES/VaR la 1%
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Exercit, iul 2: Solut, ie
⊡ VaRα = −(µ+ zασ) ·W

α zα VaR (EUR)

5% −1.645 192 400

1% −2.326 274 100

0.1% −3.090 365 800

⊡ ES la 1%:

ES1% = −µ+ σ
ϕ(z0.01)

0.01
= 3.13%

⊡ ⇒ 313 200 EUR
⊡ Raport: ES/VaR = 1.143
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Normal( =0.00024, =0.0122)
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VaR: cuantila din coada stâng 
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Exercit, iul 3: AIC/BIC � Normal vs Student-t
⊡ Problem : Pe n = 2000 randamente zilnice:

⊡ Normal (k = 2): ℓN = 6421.3
⊡ Student-t (k = 3): ℓt = 6487.1

⊡ Calculat, i AIC, BIC s, i interpretat, i.
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Exercit, iul 3: Solut, ie
⊡ AIC = −2ℓ+ 2k, BIC = −2ℓ+ k ln n

Model k AIC BIC

Normal 2 −12 839 −12 827

Student-t 3 −12 968 −12 951

⊡ ∆AIC = 129.6
⊡ ⇒ Student-t foarte semni�cativ preferat

(∆ > 10)
⊡ Exces kurtosis: κ = 6/(ν̂ − 4)
⊡ Cu ν̂ = 5.2: κ = 5.0 (mult > 0)
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S\&P 500 Log-Returns: Student-t vs Normal Fit

S\&P 500 log-returns Student-t ( =2.64) Normal

Student-t �t: capteaz  mai bine cozile

SFM_ch2_student_t
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Exercit, iul 4: VaR Normal vs Student-t
⊡ Problem : Portofoliu cu µ = 0, σ = 1.5% zilnic. Student-t cu ν̂ = 5.
⊡ Calculat, i:

1. VaR la 1% sub Normal s, i Student-t
2. ES la 1% sub ambele ipoteze
3. Raportul ES/VaR pentru �ecare distribut, ie
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Exercit, iul 4: Solut, ie
⊡ z1% = −2.326, t−1

5 (0.01) ≈ −3.365
⊡ 1. VaR la 1%:

Model VaR 1%

Normal 2.326× 1.5% = 3.49%

Student-t 3.365× 1.5% = 5.05%

⊡ 2. ES la 1%:

ES ES/VaR

Normal 3.99% 1.14

Student-t 7.58% 1.50

⊡ ⇒ Student-t d  VaR cu 45% mai mare.
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Normal vs Student-t: diferent,a cres,te în cozi
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Exercit, iul 5: Distribut, ia Pareto � Cozi grele
⊡ Problem : Pierderile extreme ale unui portofoliu urmeaz  o distribut, ie Pareto cu xm = 2% s, i

α = 3.
⊡ Calculat, i:

1. Probabilitatea unei pierderi mai mari de 4%: Pr(X > 4%)
2. Media pierderilor: E[X ]
3. Variant,a: Var(X )
4. VaR la 1% (cuantila 99%)
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Exercit, iul 5: Solut, ie
⊡ 1.

Pr(X > 4%) = (xm/x)
α = (2/4)3 = 1/8 = 12.5%

⊡ 2. Media (α = 3 > 1): E[X ] = αxm
α−1

= 3×2%
2

= 3%
⊡ 3. Variant,a (α = 3 > 2):

Var(X ) =
αx2m

(α−1)2(α−2)
= 12

4
= 3%2

⊡ 4. VaR la 1%: Pr(X > q) = 0.01
⊡ q = xm(0.01)−1/α = 2%× 1001/3 ≈ 9.28%
⊡ VaR Pareto = 9.28% vs Normal ≈ 5.6% (+66%!)
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Exercit, iul 6: Testul Raportului de Verosimilitate
⊡ Problem : Pe n = 1500 randamente zilnice ale indicelui BET:

⊡ Normal (k = 2): ℓN = 5102.7
⊡ Student-t (k = 3): ℓt = 5189.4

1. Calculat, i statistica testului raportului de verosimilitate (LR)
2. Testul este la nivel de semni�cat, ie α = 1%. Respingem H0: Normal?
3. Estimat, i ν̂ din relat, ia κ̂ = 4.8 (exces kurtosis es,antion)
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Exercit, iul 6: Solut, ie
⊡ 1. Statistica LR:

LR = 2(ℓt − ℓN) = 2(5189.4− 5102.7) = 173.4

⊡ 2. Test: LR ∼ χ2(1) sub H0

⊡ χ2
0.01(1) = 6.635

⊡ 173.4 ≫ 6.635 ⇒ Respingem H0

⊡ p-value ≈ 0 � normalitatea este clar respins 
⊡ 3. Estimare ν̂:
⊡ κ = 6/(ν − 4) = 4.8
⊡ ν − 4 = 6/4.8 = 1.25
⊡ ν̂ = 5.25 (tipic pentru act, iuni)
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S\&P 500 Log-Returns: Student-t vs Normal Fit

S\&P 500 log-returns Student-t ( =2.64) Normal

LR test: Student-t semni�cativ mai bun
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Exercit, iul 7: Comparat, ie Cross-Asset � VaR s, i ES
⊡ Problem : Trei active cu randamente zilnice estimate:

Activ µ̂ σ̂ ν̂ Ŝ K̂

S&P 500 0.04% 1.1% 5.2 −0.3 5.5
Bitcoin 0.10% 3.8% 3.5 −0.1 8.0
Obligat, iuni (10Y) 0.01% 0.4% 7.8 0.1 3.8

1. Calculat, i VaR Normal la 1% pentru �ecare activ
2. Calculat, i VaR Student-t la 1% (folosind tabelul cuantilelor)
3. Pentru care activ diferent,a Normal vs Student-t este cea mai mare?
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Exercit, iul 7: Solut, ie
⊡ Cuantile cheie: z1% = 2.326
⊡ t−1

5.2 (0.01) ≈ 3.30, t−1
3.5 (0.01) ≈ 4.14,

t−1
7.8 (0.01) ≈ 2.78

Activ VaRN VaRt ∆%

S&P 500 2.52% 3.59% +42%
Bitcoin 8.74% 15.63% +79%
Oblig. 10Y 0.92% 1.10% +20%

⊡ ⇒ Bitcoin: cel mai mare impact al cozilor
⊡ Motiv: ν̂ = 3.5 (kurtosis foarte ridicat )
⊡ Obligat, iunile: aproape de Normal (ν̂ = 7.8)

S&P 500
Bitcoin

EUR/USD Gold
Crude Oil

US 10Y Bond
0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

1.75

2.00

St
ab

ilit
y 

in
de

x 

1.421
1.311

1.711

1.530

1.657
1.554

Gaussian

Stability Index by Asset Class

Cross-asset: estim ri α̂ diferite

SFM_ch2_case_study_2a

Statistica Piet,elor Financiare

https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02/SFM_ch2_case_study_2a


Exercit, ii de Calcul 57

Exercit, iul 8: Funct, ia Mean Excess s, i Coad  Pareto
⊡ Problem : Pierderile peste pragul u au funct, ia mean excess e(u) = E[X − u | X > u].
⊡ Pentru Pareto(xm, α): e(u) = u/(α− 1).
⊡ Datele: pentru praguri u = 2%, 3%, 4%, 5%, media excesurilor observate este:

u 2% 3% 4% 5%

ê(u) 1.05% 1.48% 2.10% 2.45%

1. Veri�cat, i dac  ê(u) este aproximativ liniar  în u (justi�c  Pareto?)
2. Estimat, i α̂ din panta relat, iei e(u) = u/(α− 1)
3. Calculat, i VaR la 1% folosind α̂ estimat s, i xm = 2%
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Exercit, iul 8: Solut, ie
⊡ 1. Liniaritate: raportul ê(u)/u:

u ê(u) ê(u)/u

2% 1.05% 0.525
3% 1.48% 0.493
4% 2.10% 0.525
5% 2.45% 0.490

⊡ Raport ≈ 0.51 (liniar) ⇒ Pareto justi�cat
⊡ 2. 1/(α− 1) ≈ 0.51 ⇒ α̂ ≈ 2.96
⊡ 3. VaR 1%:
⊡ q = xm · (0.01)−1/α = 2%× 1001/2.96

⊡ = 2%× 4.73 ≈ 9.46%
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Exercit, iu Python 1: Desc rcare s, i teste de normalitate

Sarcin :

1. Desc rcat, i datele S&P 500 din ultimii 5 ani cu yfinance

2. Calculat, i statisticile descriptive (medie, std, skewness, kurtosis)
3. Aplicat, i testul Jarque�Bera s, i Shapiro�Wilk

Cod cheie:

import yfinance as yf

from scipy import stats

data = yf.download('^GSPC', start='2020-01-01', end='2025-01-01')

returns = np.log(data['Adj Close'] / data['Adj Close'].shift(1)).dropna()

jb_stat, jb_pval = stats.jarque_bera(returns)

SFM_ch2_normal_distribution

Statistica Piet,elor Financiare

https://github.com/QuantLet/Stat_fin_markets/tree/master/Ch_02/SFM_ch2_normal_distribution


Exercit, ii Python 60

Exercit, iu Python 2: Estimare MLE s, i AIC/BIC

Sarcin :

1. Ajustat, i Normal s, i Student-t prin MLE
2. Calculat, i AIC s, i BIC pentru �ecare model
3. Comparat, i s, i selectat, i cel mai bun model

Cod cheie:

mu_n, sigma_n = stats.norm.fit(returns)

df_t, loc_t, sc_t = stats.t.fit(returns)

ll_n = np.sum(stats.norm.logpdf(returns, mu_n, sigma_n))

ll_t = np.sum(stats.t.logpdf(returns, df_t, loc_t, sc_t))

aic_n = -2*ll_n + 2*2; aic_t = -2*ll_t + 2*3

SFM_ch2_student_t
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Exercit, iu Python 3: Comparat, ie VaR

Sarcin :

1. Calculat, i VaR la 5%, 1%, 0.1% sub Normal, Student-t s, i Empiric
2. Vizualizat, i histograma cu overlay Normal vs Student-t (log-scale)
3. Calculat, i ES prin Monte Carlo sub Student-t

Funct
,
ii cheie:

⊡ stats.norm.ppf(alpha) pentru cuantila normal 
⊡ stats.t.ppf(alpha, df) pentru cuantila Student-t
⊡ np.quantile(returns, alpha) pentru cuantila empiric 

SFM_ch2_distribution_comparison
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Exercit, iu Python 4: Pareto � Fit s, i VaR

Sarcin :

1. Extraget, i pierderile extreme (peste cuantila 95%) din S&P 500
2. Ajustat, i o distribut, ie Pareto pe aceste pierderi
3. Comparat, i VaR Pareto vs VaR Normal la 1% s, i 0.1%

Cod cheie:

losses = -returns[returns < 0]

threshold = np.quantile(losses, 0.95)

tail = losses[losses > threshold]

alpha_hat, loc, scale = stats.pareto.fit(tail, floc=0)

var_pareto = stats.pareto.ppf(0.99, alpha_hat, loc, scale)

SFM_ch2_extreme_value
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Exercit, iu Python 5: Q-Q Plots s, i Diagnostice Vizuale

Sarcin :

1. Construit, i Q-Q plot-uri ale randamentelor S&P 500 fat,  de Normal s, i Student-t
2. Ad ugat, i intervalul de încredere 95% pe Q-Q plot
3. Interpretat, i abaterile din cozi

Cod cheie:

from scipy import stats

import matplotlib.pyplot as plt

# Q-Q plot Normal

stats.probplot(returns, dist="norm", plot=plt)

# Q-Q plot Student-t

df_hat = stats.t.fit(returns)[0]

stats.probplot(returns, dist=stats.t, sparams=(df_hat,), plot=plt)

SFM_ch2_distribution_comparison
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Exercit, iu Python 6: Bootstrap VaR s, i Intervale de Încredere

Sarcin :

1. Estimat, i VaR la 1% prin bootstrap (10 000 re-es,antion ri)
2. Calculat, i intervalul de încredere 95% pentru VaR
3. Comparat, i VaR bootstrap cu VaR parametric (Normal, Student-t)

Cod cheie:

n_boot = 10000

var_boot = np.zeros(n_boot)

for i in range(n_boot):

sample = np.random.choice(returns, size=len(returns), replace=True)

var_boot[i] = -np.quantile(sample, 0.01)

ci_lower, ci_upper = np.quantile(var_boot, [0.025, 0.975])

SFM_ch2_risk_management
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Discut, ie 1: Normalitatea pe piet,ele �nanciare
⊡ Scenariu: Testul JB respinge normalitatea pe S&P 500 (p < 0.001), dar managementul riscului

foloses,te înc  VaR Normal.
⊡ Întreb ri:

1. De ce modelul Normal este înc  utilizat dac  este respins statistic?
2. La ce nivel de VaR (5%, 1%, 0.1%) diferent,a conteaz  cel mai mult?
3. Cum se schimb  concluzia dac  folosim date s pt mânale în loc de zilnice?
4. Ce implicat, ii are pentru capitalul de reglementare (Basel III)?
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Discut, ie 2: Alegerea gradelor de libertate ν

⊡ Scenariu: Estimat, i Student-t pe 3 active: S&P 500 (ν̂ = 5.2), Bitcoin (ν̂ = 3.5), Obligat, iuni
(ν̂ = 7.8).

⊡ Întreb ri:

1. Ce determin  diferent,ele de ν̂ între clase de active?
2. Bitcoin cu ν̂ = 3.5: ce momente nu exist ?
3. Dac  ν̂ < 4, Sharpe ratio-ul mai este valid?
4. Cum se modi�c  ν̂ în perioadele de criz  vs calm?

⊡ Indiciu: Gândit, i-v  la relat, ia E[|X |p] < ∞ dac  p < ν.
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Discut, ie 3: Lect, ii din Crizele Financiare

⊡ Scenariu: În criza din 2008, S&P 500 a înregistrat randamente zilnice de −9% (15 oct.) s, i −8%
(29 sept.). Sub distribut, ia normal  cu σ = 1.2%, aceste evenimente au probabilitate < 10−12.

⊡ Întreb ri:

1. Câte deviat, ii standard reprezint  un randament de −9% sub Normal cu σ = 1.2%?
2. Care ar � probabilitatea aceluias, i eveniment sub Student-t cu ν = 4?
3. Ce rol au cozile grele în subestimarea riscului de c tre b nci pre-2008?
4. Cum s-ar schimba capitalul minim reglementar dac  b ncile ar folosi Student-t în loc de Normal?

⊡ Indiciu: −9%/1.2% = 7.5σ. Sub Normal: Pr(Z < −7.5) ≈ 3× 10−14
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Discut, ie 4: Trade-o�s Practice � Normal vs Student-t
⊡ Scenariu: Suntet, i analist de risc. Managerul v  cere un raport VaR zilnic. Avet, i la dispozit, ie

Normal, Student-t s, i metoda empiric .
⊡ Întreb ri:

1. Care sunt avantajele modelului Normal? (simplitate, formul  închis , CLT)
2. Când este Student-t indispensabil? (VaR la 1%, orizont scurt, active volatile)
3. Ce probleme are metoda empiric  pe date limitate? (cuantila 0.1% cu n = 500?)
4. Cum combinat, i cele 3 abord ri într-un raport complet?

Recomandare practic 

Raportat, i VaR/ES sub toate cele 3 ipoteze. Diferent,a dintre ele este informativ .
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Exercit, iu AI: Gândire critic 
Prompt de testat în ChatGPT / Claude / Copilot

�Descarc  de pe Yahoo Finance datele zilnice ale act,iunii Apple (AAPL) din 2015 pân  în 2025. Calculeaz 

log-randamentele. Aplic  testul Jarque-Bera s, i Shapiro-Wilk. Ajusteaz  distribut,ia normal  s, i Student-t prin MLE.

Compar  AIC/BIC. Calculeaz  VaR la 1% s, i 5% sub ambele ipoteze + empiric. Vizualizeaz : histogram  cu overlay +

Q-Q plot. Vreau cod Python complet.�

⊡ Exercit
,
iu:

1. Rulat, i prompt-ul într-un LLM la alegere s, i analizat, i critic r spunsul.
2. Foloses,te stats.t.fit() corect (3 parametri: ν, loc, scale)?
3. AIC/BIC sunt calculate corect (−2ℓ+ 2k vs −2ℓ+ k ln n)?
4. Q-Q plot-ul este pentru distribut, ia t sau doar pentru normal ?
5. Compar  VaR-ul parametric cu cel empiric? Sunt consistente?

Atent
,
ie: Codul generat de AI poate rula f r  erori s, i ar ta profesional. Asta nu înseamn  c  e corect.
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Exercit, iu AI 2: Comparat, ie între LLM-uri
Prompt de testat în mai multe LLM-uri

�Explic  diferent,a dintre VaR s, i Expected Shortfall. De ce VaR nu este o m sur  coerent  de risc? D  un exemplu

numeric simplu în care VaR nu este subaditiv , dar ES este. Arat  calculul pas cu pas.�

⊡ Exercit
,
iu:

1. Testat, i prompt-ul în 3 LLM-uri diferite (ChatGPT, Claude, Gemini)
2. Veri�cat, i exemplul numeric: sunt probabilit t, ile s, i valorile consistente?
3. LLM-ul demonstreaz  corect lipsa subaditivit t

,
ii VaR?

4. Formula ES = E[−X | −X > VaR] este aplicat  corect?
5. Care LLM d  explicat, ia cea mai clar  s, i corect  matematic?

Observat
,
ie: Exemplele numerice sunt punctul slab al LLM-urilor. Veri�cat,i �ecare pas de calcul.
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Concluzii Cheie de Ast zi
1. Normalitatea este respins  pe toate piet,ele �nanciare � testul JB con�rm 
2. Student-t capteaz  cozile grele � ν̂ ≈ 3�8 pentru randamente zilnice
3. Excesul de kurtosis κ = 6/(ν − 4) cres,te cu sc derea lui ν
4. VaR Normal subestimeaz  riscul real, în special la 1% s, i 0.1%
5. ES ≥ VaR întotdeauna; raportul ES/VaR cres,te cu greutatea cozilor
6. Pareto descrie cozile � declin polinomial vs exponent, ial

Urm torul Seminar
Distribut, ii Stabile
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Bibliogra�e I

Distribut, ii s, i Managementul Riscului

⊡ Fama, E.F. (1965). �The Behavior of Stock-Market Prices,� Journal of Business, 38(1), 34�105.
⊡ Cont, R. (2001). �Empirical Properties of Asset Returns: Stylized Facts and Statistical Issues,�

Quantitative Finance, 1, 223�236.
⊡ McNeil, A.J., Frey, R. & Embrechts, P. (2015). Quantitative Risk Management. 2nd ed.,

Princeton.
⊡ Mandelbrot, B. (1963). �The Variation of Certain Speculative Prices,� Journal of Business, 36(4),

394�419.

Instrumente Software

⊡ scipy.stats � Distribut, ii, MLE, teste statistice
⊡ yfinance � Desc rcare date �nanciare
⊡ matplotlib, seaborn � Vizualizare
⊡ numpy, pandas � Calcul s, i manipulare date
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Exercit, iu de Replicare: Fama (1965)

Obiectiv
Replicat, i analiza lui Fama (1965) privind non-normalitatea randamentelor bursiere, cu date actuale.

1. Desc rcat, i randamentele zilnice S&P 500 s, i 5 act, iuni individuale (ultimii 10 ani)
2. Calculat, i statisticile descriptive: medie, deviat, ie standard, skewness, kurtosis
3. Aplicat, i testul Jarque�Bera pe �ecare serie
4. Ajustat, i Normal s, i Student-t prin MLE, comparat, i AIC/BIC
5. Reprezentat, i Q-Q plot normal vs Student-t pentru �ecare serie

6. Întrebare: Concluziile lui Fama (1965) sunt înc  valabile azi?

Ref: Fama, E.F. (1965). �The Behavior of Stock-Market Prices,� Journal of Business, 38(1), 34�105. https://www.jstor.org/stable/2350752
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Tem  pentru acas : Seminar 2

Obiectiv
Analizat, i distribut, ia randamentelor pentru 3 active din clase diferite.

1. Desc rcat, i randamentele zilnice pentru: un indice bursier (ex. BET), o act, iune (ex. FP.RO) s, i o
criptomoned  (ex. BTC-USD) � ultimii 5 ani

2. Calculat, i statisticile descriptive: medie, deviat, ie standard, skewness, kurtosis
3. Aplicat, i testele Jarque�Bera, Shapiro�Wilk, Anderson�Darling
4. Ajustat, i Normal s, i Student-t prin MLE, comparat, i AIC/BIC
5. Calculat, i VaR s, i ES la 1% sub ambele ipoteze + empiric
6. Reprezentat, i Q-Q plot normal vs Student-t pentru �ecare activ

7. Întrebare: Care activ se abate cel mai mult de la normalitate? De ce?

SFM_ch2_case_study_2a
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V  mult,umesc!

Întreb ri?

Materialele seminarului sunt disponibile la: https://danpele.github.io/SFM/

Quantlet Quantinar
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