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Obiective de invatare

La finalul acestui capitol, veti fi capabili sa:

Explicati de ce analiza in domeniul frecventei completeazd metodele din domeniul timpului
Derivati reprezentarea Fourier a unui proces stationar

Calculati si interpretati periodograma si functia de densitate spectrald

Aplicati metode de estimare spectrald neparametrica si parametrica

Interpretati m3suri cross-spectrale: coerentd, faz3 si castig

Distingeti analiza Fourier de analiza wavelet si situatiile lor de aplicare

Utilizati filtre band-pass pentru extragerea componentelor ciclului de afaceri

O O S =

Implementati analiza spectrald in Python pentru date economice si financiare reale
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Cuprins
[J Motivatie

[] Fundamentele analizei Fourier
[] Periodograma

[J Functia de densitate spectrala
[] Estimarea spectrala

] Memorie lunga si spectrul

[ Analiza cross-spectrald

[ Filtrarea in domeniul frecventei
[J Analiza Wavelet

[ Studiu de Caz: Extragerea Ciclurilor de Afaceri
[J Utilizare 1A

[] Rezumat

[ Quiz
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Motivatie

De ce analiz3 in domeniul frecventei?

Domeniul timpului vs. domeniul frecventei

1 Domeniul timpului: descrie cum evolueaz3 seria in timp — ACF, ARIMA, GARCH
] Domeniul frecventei: descrie care componente periodice determina variatia
[] Acestea sunt reprezentari duale — echivalente matematic, dar fiecare dezviluie structuri diferite

Cand analiza in domeniul frecventei este esentiald

[0 Detectarea periodicitatilor ascunse (cicluri de afaceri, sezonalitate, cicluri astronomice)
[ Intelegerea la ce frecvente se concentreazd cea mai mare energie (variant3)

[J Proiectarea filtrelor optime pentru extragerea trendului, ciclului sau sezonalit3tii

[0 Analiza co-miscarii intre serii la frecvente specifice (coerent3)

Impact istoric

[J Fourier (1807): orice functie periodica poate fi descompus3 in unde sinusoidale
[1 Schuster 1898%: a inventat periodograma pentru detectarea periodicitatilor ascunse
[0 Wiener—Khintchine (anii 1930): au legat autocovarianta de densitatea spectrald
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Motivatie

Exemplu motivational: Activitatea petelor solare

Perspectiva domeniului timpului Perspectiva domeniului frecventei

[0 Numdr lunar de pete solare (1749-2024) (] Periodograma releva un varf pronuntat la
[ Caracter ciclic pronuntat, vizibil cu ochiul frecventa f = 0,0076 cicluri/luni
liber [0 Corespunde perioadei T = 1/f ~ 131 luni ~ 11
[J ACF scade lent — sugereazd memorie lung3 ani
sau comportament ciclic [0 Varf secundar la &~ 5,5 ani (armonic3)
[J Totusi: care este exact perioada? Existad [J R3spuns imediat: ,care cicluri conteaz3?"

cicluri multiple?

atie cheie: Domeniul frecventei descompune varianta pe frecvente, relevdnd componentele oscilatorii

dominante care determin3 seria.
Q TSA_ch12_sunspot

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o~


https://github.com/danpele/TSA/tree/main/TSA_ch12/TSA_ch12_sunspot

Motivatie

Seria temporal3 a petelor solare

Monthly Sunspot Numbers (1960-2023)

= 11-year cycle
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[J Numdr lunar de pete solare (1749-2024) cu ciclul solar de ~11 ani
[J Amplitudinea si forma ciclurilor variazi — sunt necesare atat metode din domeniul timpului, cat si din

domeniul frecventei
Q TSA chi2 sunspot
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Motivatie 7

Periodograma petelor solare

Periodogram of Monthly Sunspot Numbers

~11 years

Power (log scale)
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Frequency (cycles per year)

—==- Peak = 10.7 yr cycle
[ Varf dominant la f &~ 0,0076 cicluri/lund = ciclul solar de 11 ani
[ Armonic3 secundar3 la 5,5 ani confirm3 forma non-sinusoidald a ciclului

Q TSA_ch12 sunspot
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Motivatie 8

Reprezentarea spectrald: Imaginea de ansamblu

Dou3d descrieri echivalente ale unui proces stationar

| Domeniul timpului | Domeniul frecventei

Statisticd rezumativd | Autocovarianta y(h) Densitatea spectrald f(w)

Xy
Varianta total3d ~v(0) = Var(Yt) / f(w) dw

-7
Relatia Pereche de transformate Fourier (Wiener—Khintchine)
Clas3 de modele ARMA(p, q) Densitate spectrald rationald
Estimare ACF de esantion Periodogram3 / estimatori spectrali
Analiza filtrelor Convolutie (dificila) Multiplicare (usoars)

m ambele?

[J Filtrarea (extragerea trendului, ajustarea sezonierd) este multiplicare in domeniul frecventei dar

convolutie in domeniul timpului
[J Densitatea spectral3 oferd un rezumat vizual complet al structurii variantei
[0 Unele fenomene (cicluri de afaceri, interferente) sunt descrise natural prin frecvent3

Q TSA _ch12 spectral density
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Fundamentele analizei Fourier

Serii Fourier: Descompunerea functiilor periodice

Ideea fundamentald a lui Fourier

Orice functie periodicid g(t) cu perioada T poate fi scris3 ca:

g(t) =ao + i |:ak cos(2ﬂ—:t) + by sin(if)}

k=1

unde coeficientii Fourier sunt:
i 2 (T 2kt 2 (T 2kt
ag = 7/0 g(t)dt, ax= 7/0 g(t) cos(%) dt, by = ?/0 g(t) sin(%) dt

Terminologie cheie

[J Frecventa: f, = k/ T cicluri pe unitate de timp; Frecventa unghiulara: wy = 27, radiani pe
unitate de timp

[J Frecventa fundamentala: f; = 1/T; Armonice: f, = k - f; pentru k =2,3,...

O Amplitudinea: R, = \/a? + b?; Faza: ¢, = arctan(bi/ax)
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Fundamentele analizei Fourier 10

[lustrare descompunere Fourier

Fourier Decomposition: Signal as Sum of Sine Waves

A~

) 13 Hr Composite Signal (1

Time

[J Semnal periodic complex (sus) descompus in componentele fundamentald + armonice
[J Fiecare rand = o component3 de frecventd; suma reconstruieste semnalul original exact

Q TSA_ch12_fourier
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Fundamentele analizei Fourier

Forma exponentiald complexa

Formula lui Euler si seria Fourier complexa

Utilizand formula lui Euler e/t = cos(wt) + isin(wt), putem scrie:
[e] ) 1 T )
g(t) _ Z ck 8127rkt/T7 = 7/ g(t) e—lZTrkt/T dt
k=—o0 T 0
unde ¢ = (ax — ibk)/2 pentru k > 0 si c_y = ¢, (conjugatul complex).

De ce notatia complex3?

[ Mai compacta: o singurd formula in locul termenilor separati sinus/cosinus
(] Algebric mai simpl3: convolutia devine multiplicare

[J Standard in procesarea semnalelor, fizici si analiza modern3 a seriilor de timp
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Fundamentele analizei Fourier

12

Teorema lui Parseval (Conservarea energiei)

Energia totald este conservat3 intre reprezentari

oo

1 T 2 2
7 | leRd= 3

k=—o0

Fiecare |ck|?> m3soar3 contributia frecventei k/ T la varianta totala.

Implicatie

[J Energia din domeniul timpului = energia din domeniul frecventei
[J Acesta este fundamentul descompunerii spectrale a variantei
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Fundamentele analizei Fourier

13

Transformata Fourier Discretd (DFT)

De la continuu la discret
Fie date n observatii y1,y2,...,yn; DFT este:

27j
w e—let wiji=——, j=01,...,n—1
j) = ny g n J

Frecventele w; se numesc frecvente Fourier sau frecvente fundamentale.

Proprietati cheie ale DFT

(] Ortogonalitate: Z"_l e'®i=wt — .1, — frecventele sunt ortogonale
[J Inversabilitate: y; = f >iso ! J(wj) e™it — reconstructie perfects
[ Frecventa Nyquist: w,/, = ™ — cea mai mare frecventa detectabild (> 2 obs. per ciclu)

Transformata Fourier Rapid3 (FFT)

[J DFT naivi: O(n?) operatii. FFT (Cooley—Tukey, 1965): O(nlog n)
[ Unul dintre cele mai importante algoritme ale secolului XX
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Fundamentele analizei Fourier

Aliasing si frecventa Nyquist

Teorema esantionarii (Shannon—Nyquist)

Un semnal continuu cu frecventa maxim3 fmax poate fi reconstruit perfect din esantioane discrete dac3 rata
de esantionare satisface:
5S> Dl (criteriul Nyquist)

Frecventa Nyquist fy = f;/2 este cea mai mare frecvent3 detectabil.

Aliasing: efectele subesantionrii

[J Dac3 un semnal contine frecvente peste fy, acestea sunt ,repliate" si apar ca frecvente mai joase

[ Exemplu: date zilnice (f; = 1/zi, fy = 0,5/zi). Un ciclu intra-zilnic la 0,7 cicluri/zi apare ca 0,3
cicluri/zi

(] Aliasing-ul este ireversibil — odat3 ce datele sunt esantionate, frecventele repliate nu pot fi
separate

Implicatii practice

[0 Date lunare: fy = 0,5 cicluri/lund = cicluri > 2 luni. Date trimestriale: cicluri > 6 luni.
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Fundamentele analizei Fourier 15

[lustrare Aliasing

Aliasing: Two Different Frequencies Appear Identical at Sample Points

1.00 4

0.754

0.501

0.254

0.00

Amplitude

-0.251

—0.50 1

=0.75

Nyquist freq = 5.0 Hz
_1.00{ (7Hzaliases to 3 Hz

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Time (s)

—— True signal (3 Hz) — = Aliased signal (7 Hz) ® Sample points (fs=10 Hz)
[J Sinusoid3 de frecvent3 inaltd (punctat3) esantionatd prea rar = indistinguibild de alias-ul de frecvent3

joasd (continud)
[ Filtrele anti-aliasing trebuie aplicate fnainte de esantionare pentru a preveni distorsiunea ireversibil3
Q TSA_ch12_aliasing
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Fundamentele analizei Fourier 16

Rezumat sectiune: Analiza Fourier

Concepte cheie

[J DFT descompune o serie in sinusoide ortogonale la frecventele w; = 27j/n

[J Teorema lui Parseval: energia totald se conserva intre domenii
[J Aliasing: frecventele de deasupra wy = 7 sunt aliate — esantionati la > 2fiax

[J Urmeaza: Cum se estimeaza densitatea spectrald din date
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Periodograma

Definitie si interpretare
Definitie 1 (Periodograma)
Periodograma seriei {y:}7_; la frecventa w; = 2mj/n este:

n 2

1 S ye et
n

t=1

(éf o sz)

Hwj) = [J(w))? =

Echivalent, in form3 trigonometrica:
Hwj) =

% > yesin(wjt).

NS

unde §; = %Ztyt cos(wjt) si Bj =

Interpretare

[0 /(wj) m3soard contributia frecventei w; la varianta totala a esantionului

[0 /(wj) mare = oscilatie puternicd la perioada T; = 2w /w; = n/j

[J Periodograma descompune varianta: 37 (y: — 7)* = ZL"/% I(wj) (pani la constante)

Q TsA _ch12 periodogram
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Periodograma 18

Periodograma si autocovarianta esantionului

Teorem3 1 (Relatia periodogramd—autocovariants)

Periodograma este transformata Fourier a functiei de autocovariantd a esantionului:
n—1

@)= 3 Alme

h=—(n—1)

unde 4(h) = %Z';;l‘h‘(yt — ¥)(V1|n| — V) este autocovarianta esantionului la lag-ul h.
Analogul de esantion al teoremei Wiener—Khintchine

O Populatie: f(w) = 2= 332 v(h) e ™" (densitate spectrals)
O Esantion: /(w) =3, 4(h) e '“" (periodograms)
[] Periodograma este un estimator natural al densit3tii spectrale — dar este oare unul bun?

Atentie: Periodograma este inconsistents!

U E[/(wj)] — f(w) cand n — oo (asimptotic nedeplasats)
[0 Dar Var[l(wj)] # 0 — varianta nu scade cu mai multe date!

Q TSA_ch12_periodogram
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Periodograma

19

Citirea periodogramei: Tipare comune

Semnaturile spectrale ale proceselor comune

Proces orma spectrala iparul periodogramei

Zgomot alb Plat: f(w) = a2/(27) Aproximativ uniform, f3r3 varfuri
AR(1), ¢ >0 Varf la w = 0, descrescator | Valori mari la frecvente joase

AR(1), <0 Varf la w = 7, descrescator | Valori mari la frecvente Tnalte

AR(2), rad3cini complexe | Varf la frecventa ciclicd Varf atenuat la frecventa ciclicd

Mers aleator f(w) < w™2 Dominant3 puternica la frecvente joase

Sezonier (s = 12) Varfuri la w = 27k/12 Varfuri ascutite la armonicele sezoniere

Regul3 practica

[J Spectru rosu (putere concentratd la w mic): dominat de trend, autocorelat pozitiv
[ Spectru albastru (putere concentratd la w mare): dominat de zgomot, autocorelat negativ
[J Varfuri ascutite: componente periodice deterministe sau cvasi-deterministe
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Periodograma

20

Galerie densitate spectrala

Spectral Density Gallery: Four Processes
AR(D) ¢ =-0.7

AR(2) 9:=1.0, 9:=-0.5

White Noise AR(1) ¢ = 0.9
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[ Zgomot alb: plat; AR(1) ¢ > 0: spectru rosu; AR(1) ¢ < 0: spectru albastru

[J AR(2) cu radicini complexe: varf la frecventa ciclica; sezonier: varfuri ascutite la armonice

Q TSA_ch12 spectral density
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Periodograma 21
Proprietatile statistice ale periodogramei
Distributia asimptoticd (proces gaussian)
Pentru un proces gaussian stationar cu densitate spectral3 f(w):
21(w) d 2
— entru 0 < w; <
f(wj) X2 p /j ™
O E[l(w))] & f(wj) — aproximativ nedeplasat3
[ Var[/(wj)] ~ f(w;)? — varianta este egald cu media la p3trat!
(1 Valorile periodogramei la frecvente Fourier diferite sunt asimptotic independente
Problema inconsistentei
[0 Coeficientul de variatie CV = SD/Media = 1 indiferent de dimensiunea esantionului
[J Ad3ugarea mai multor date adaugd mai multe frecvente dar nu reduce zgomotul la nicio frecvent3
[J Periodograma brut3 nu este un estimator consistent al densit3tii spectrale
[J Solutie: netezirea periodogramei (Sectiunea 5)
Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o~



Periodograma 22

llustrare inconsistentd periodogram3

Rezultat cheie: Distributia periodogramei

- Pentru n mare, la frecvente non-zero si non-Nyquist: /(w;) & f(w;) - x3/2 )
1 Var[/(wj)] =~ f(wj)* — nu scade pe masura ce n — oo: periodograma este inconsistentd

Raw vs. (AR(1), ¢ = 0.8)

Raw Periodogram (highly variable) Smoothed Estimate (consistent)

z N 21
2 - 2
5 §
° 10° - °
® T
10°
102
107
0.0 0.1 0.2 03 04 05 0.0 0.1 02 03 04 05
Frequency Frequency
== True spectrum == True spectrum

Q TSA 7ch127periodogram
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Periodograma

Testul Fisher pentru periodicitdti ascunse

Acel varf este real sau doar zgomot?

Fisher (1929) a propus testarea Hp: seria este zgomot alb contra Hy: existd o periodicitate ascunsa.
Statistica de test este:
max; [ (w;)

€7 [yl
Zj:1 I(wj)
Sub Hp, distributia exactd a lui g este cunoscutd. Pentru n mare:

m)(l —2)™ 4

Plg > x)~ m(1—x)"* = (7

unde m = |n/2] si (a)+ = max(a,0).

Interpretare

[] Dac3 cea mai mare valoare a periodogramei depaseste semnificativ pragul asteptat sub ipoteza de
zgomot alb, se respinge Ho

[J Poate fi aplicat iterativ: se elimin3 frecventa detectat3, se testeaz3 din nou

[ Alternativd modern3: testarea frecventelor individuale folosind distributia x3
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Functia de densitate spectral3d 24

Definitia si teorema Wiener—Khintchine

Teorem3 2 (Teorema Wiener—Khintchine)

Fie {Y:} un proces slab stationar cu functia de autocovarianti ~(h) satisficand > 7° _ __ |y(h)| < co. Atunci
functia de densitate spectrala (FDS) exist3 si este dat3 de:

1 .
flw)=5- > Ah)e ™,  —r<w<n
o0

Relatia inversa este:

~v(h) = /‘:r f(w) e duw

Proprietatile densitatii spectrale

[0 f(w) > 0 pentru orice w (non-negativd — reprezint3 contributia la variant3)

[ f(w) = f(—w) (simetricd pentru procese cu valori reale)

[ 4(0) = Var(Y:) = ["_ f(w) dw (varianta totald = aria sub f)

[J f este periodica cu perioada 27, deci avem nevoie doar de w € [—m, 71| sau [0, 7]

Q TSA_ch12_spectral_density
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Functia de densitate spectral3d 25

Densitatea spectrald: Zgomot alb si AR(1)
Zgomot alb: Y; = &, & ~ WN(0, 0?)
o2
y(h) = 0?1 = f(w) = P (plat — putere egal3 la toate frecventele)
7

Densitatea spectrald este constant3: zgomotul alb contribuie egal la orice frecvents.
AR(].) Yt = Q’[)thl + &

o2 1 o2

f(w)

T 21 1—¢e 2 27(1— 2pcosw + ¢2)

[ ¢ > 0: spectru rosu — varf la w = 0, putere concentrat3 la frecvente joase (similar tendintelor)
[0 ¢ < 0: spectru albastru — varf la w = 7, putere la frecvente Tnalte (oscilatoriu)
[ |¢| — 1: spectrul devine mai concentrat, apropiindu-se de un impuls
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Functia de densitate spectral3d 26

Densitatea spectrald: MA(1) si ARMA general
MA(].) Yt =€&; + 951»71

a2 ; a2
flw)=—-|1+0e 2> = —(1+ 20 cosw + 6?)
27 27

[J 0 > 0: mai mult3 putere la frecvente joase; § < 0: mai multd putere la frecvente inalte
[ Forma spectrald este o modulare cosinusoidald simpla a spectrului de zgomot alb

ARMA(p, q) general: ¢(B)Y: = 6(B)e:

P lae)p
)= 2 ek

(densitate spectral3 rationald)

[0 Polii AR = varfuri in spectru; zerourile MA = minime (zerouri spectrale)
[] Forma rationald face estimarea spectrald parametricd natural3 pentru procese ARMA
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Functia de densitate spectral3d

27

Galerie densitate spectrala: Comparatie vizuald

Spectral Density Gallery: Four Processes

AR(1) ¢ = -0.7 AR(2) ¢:=1.0, 92=-0.5

White Noise AR(1) ¢ =0.9
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==+ Theoretical

[1 Zgomot alb, AR(1) (¢ = 0,9), AR(1) (¢ = —0,7), AR

(2) si procese sezoniere

[J Structura de autocorelatie a fiecirui model se traduce intr-o form3 spectral3 distinctiva

Q TSA_ch12 spectral density
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Functia de densitate spectral3d

28

Teorema reprezent3rii spectrale

Teorem3 3 (Reprezentarea spectrald / Reprezentarea Cramér)

Orice proces slab stationar {Y;} cu E[Y;] = 0 poate fi reprezentat ca:

™ .
Y, = / et 47 (w)
-7

unde Z(w) este un proces cu incrementuri ortogonale satisficand:

O E[dZ(w)] =0

O E[|dZ(w)|?] = dF(w) unde F(w) este functia de distributie spectrals
O E[dZ(w1) dZ(w2)] = 0 pentru wi # wo

Interpretare

(] Orice proces stationar este o superpozitie de oscilatii necorelate la diferite frecvente

[ dZ(w) da amplitudinea si faza (aleatoare) la frecventa w
[J Densitatea spectralid f(w) = dF(w)/dw m3soara varianta pe unitate de frecventa

[1 Acesta este analogul in domeniul frecventei al descompunerii Wold
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Estimarea spectrald 29

Problema estim3rii

Obiectiv: Estimarea lui f(w) din date

(] Avem nevoie de un estimator consistent: atat biasul — 0, cat si varianta — 0 cand n — oo.
Dou3 abord3ri principale:

Metode neparametrice Metode parametrice

Se ajusteazd un model, se derivd densitatea

spectral3d

Presupune o form3 specifici de model
Estimare spectrala AR

Rezolutie mai mare pentru serii scurte
Risc de specificare gresit3

AIC/BIC pentru selectia modelului

Netezesc periodograma brut3

F3r3 ipoteze de model

Fereastra lag (Blackman—Tukey)

Mediere pe segmente (Bartlett, Welch)
Multitaper (Thomson)

Controlul compromisului bias-variantd prin

alegerea bandwidth-ului

Biaiaiaioin
ooonLg o

itie cheie: Estimarea spectrald consistentd necesit3 sacrificarea rezolutiei in frecventd — nu putem avea simultan

rezolutie perfectd si variantd mic3.
Q TSA_ch12_estimation
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Periodograma netezitd (Nucleul Daniell)

Ideea: Medierea valorilor periodogramei vecine

Periodograma netezita la frecventa w este:

m
Flw)= D wil(w+wi)
k=—m
unde {wy} sunt ponderi non-negative cu sum3 1, iar m este parametrul de bandwidth. Cea mai simpl3
alegere este nucleul Daniell (uniform): wy = 1/(2m + 1) pentru |k| < m. Grade de libertate echivalente:
v=a~22m+1).

Alegerea bandwidth-ului: Compromisul fundamental

[ m mic: bias mic, variantd mare (aproape de periodograma brut3)
] m mare: variantd mic3, bias mare (supra-netezit, varfurile sunt estompate)
[ Aproximativ f(w) ~ f(w) - x> /v
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Comparatie netezire

Spectral Estimation Methods Compared (AR(1), ¢ = 0.7)

H
2

,_.
)
>

10-11 4

10-16 4

10-2 4

Spectral density

10-26 4

10731

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Frequency
Raw periodogram —— Welch (50% overlap) = = True spectrum
—— Daniell smoother Multitaper (DPSS, K=4)

[J Periodograma brut3 vs. estimiri netezite Daniell cu bandwidth m = 3, 8, 20
[J Bandwidth-ul mai larg reduce varianta dar estompeaz3 varfurile — compromisul bias-variant3

Q TSA_ch12_smoothing
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Estimarea Blackman—Tukey (fereastrs lag)

Alternativa: Ponderarea autocovariantelor

in loc de netezire in domeniul frecventei, se aplici o fereastrd pe autocovariantele esantionului:
1 M1
flw)=— w(h/M)4(h) e~ wh
=5 > wlb/M)3(h)

h=—(M—1)

unde w(-) este o fereastra lag (nucleu) si M este punctul de trunchiere.

Ferestre lag comune

ereastra ormula w(x), x| < Proprietati

Bartlett (triunghi) 1— |x Simpl3, spectru non-negativ
Parzen 1 — 6x2 4 6|x|3 pt. |x| < 1/2, altfel 2(1 — |x|)3 Neted3, non-negativa
Tukey—Hanning %(1 + cos(7x))

Bartlett—Priestley = (Si"(ﬂ'x) — cos(wx))

G2 T

Alegerea lui M

[J Reguld practicd: M ~ 2./n. Validare incrucisats sau selectori plug-in pentru alegere automats.

Rezolutie buni

Optimal3 pt. spectre netede
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[lustrare ferestre lag

Common Lag Windows (M = 50)

1.0

0.8
[E]
2
£ 0.6
=
[
H
§ 0.4
=
H

0.21

0.0

—4‘10 —‘20 0 2‘0 4‘0
Lag T
= Bartlett == Parzen = Tukey-Hanning
[J Ferestrele lag Bartlett, Parzen, Tukey—Hanning si Bartlett—Priestley (stdnga) si ferestrele spectrale

(dreapta)
[J Ferestre lag mai netede = estim3ri spectrale mai stabile cu valori non-negative

Q TSA_ch12_lag_windows
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Metoda Welch (medierea pe segmente)

Ideea: Impartire si mediere

Welch (1967): Tmp3rtirea seriei In K segmente suprapuse de lungime L, aplicarea unei ferestre (ex. Hanning)
pe fiecare, calcularea periodogramei fiec3rui segment, apoi medierea: Ayeich(w) = % SR 10 (w)

[0 Varianta redus3 cu factorul ~ 1/K [0 Rezolutie in frecventd Af =1/L
[J Ferestrele reduc scurgerea spectrald [ Segmente mai scurte = rezolutie mai slab3
[ Suprapunere de 50% este standard [J Segmente mai lungi = mai putine medieri
[ Tipic: L = n/4 pan3 la n/8 cu suprapunere
50%
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Estimarea spectrald Multitaper

Metoda Multitaper a lui Thomson (1982)

in loc de o singur fereastrs, se folosesc K ferestre ortogonale {hy(t) ngol:

K—1 2

fur(w) = % >

k=0

Z hi(t) yee "t

t=1

Ferestrele sunt secvente sferoidale prolate discrete (DPSS / secvente Slepian), care concentreaza optim
energia in banda de frecvents [— W, W].

De ce Multitaper este superioard

[0 Utilizeaz3 toate datele (fird segmentare) — rezolutie maxim3a in frecvent3

[1 K ferestre ortogonale furnizeazd K estimiri spectrale aproximativ independente

[ Compromis bias-variantd aproape optim controlat de bandwidth W; K =2nW — 1
] NW = 3—4 este standard (K = 5-8). Python: scipy.signal.windows.dpss()

Q TSA_ch12 multitaper
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Ferestre DPSS Multitaper

DPSS Slepian Tapers (N=256, NW=4)

I N —

Sample index

[J Primele ferestre DPSS (Slepian) pentru NW = 4; fiecare fereastrd succesivi are o trecere prin zero
suplimentar3
[0 Impreund furnizeaz3 estimiri spectrale aproape independente concentrate in [— W, W]

Q TSA_ch12 multitaper
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Estimarea spectrald parametrica

Estimarea spectrald bazatd pe AR

Dac3 ajustdm un model AR(p): Y; = Zi:l &k Ye_k + ¢, densitatea spectrald este:

. 52
far(w) = — R
) 27 |1 — pre W — ... — ppe—iPw|2
[J Rezolutie inaltad chiar pentru serii scurte [J Presupune c3 modelul AR este corect
[J Estimare neted3 (far3 fluctuatii eratice) [J Poate rata caracteristici necaptate de AR
(] Poate rezolva varfuri apropiate [0 Selectia ordinului p este criticd (AIC, BIC)
(1 Algoritm Yule—Walker sau Burg [J Nu poate reprezenta zerouri spectrale ascutite

» practica: Utilizati estimarea spectrald AR pentru serii scurte (n < 100) si cand procesul subiacent este
presupus a fi autoregresiv. Folositi metode neparametrice pentru serii mai lungi sau cand forma
spectral3 este necunoscut3.
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Comparatia metodelor de estimare spectral3

Rezumatul comparativ al metodelor

Mietoda Rezolutie Varianta poteze Optim pentru
Periodogram3 brut3 Cea mai mare Cea mai mare Niciuna Explorare initiald
Netezire Daniell Medie Medie f local netedd Estimare rapidd
Blackman—Tukey Medie Mici—medie f netedd Analizi clasici
Metoda Welch Mici—medie Mics Local stationare Serii lungi, timp real
Multitaper Medie—mare Mica Niciuna Standard de aur
AR parametric Foarte mare Foarte mica Model AR corect Serii scurte

Flux de lucru practic

. Reprezentati periodograma brut3 (pe scald logaritmic3) pentru explorare initiald
. Aplicati estimarea multitaper pentru analiza principal3d

. Verificati cu estimarea spectrald AR dac3 varfurile necesitd rezolutie mai mare

. Folositi intervale de incredere: f(w) - x2/v cu v grade de libertate efective

A WN =
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Comparatie estimare spectral3d

X Spectral Estimators vs. True Spectrum (AR(2), ¢:=1.0, ¢>=-0.5)
102 4

100 4

10-2 4

Spectral density
d
1
T
1
)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
Frequency

Raw periodogram —— Welch Multitaper == = True spectrum

[ Sase metode de estimare aplicate aceleiasi serii AR(2) pentru comparatie directd

0.5

[J Multitaper obtine cel mai bun echilibru rezolutie-variantd dintre metodele neparametrice

Q TSA_ch12_estimation
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Rezumat sectiune: Estimarea spectrald

Comparatie estimatori

[J Periodograma: nedeplasat3, inconsistentd — variant3 ridicata

[J Netezita (Daniell/BT): compromis bias—variant3 prin |stimea de bands M
[J Welch: reduce varianta prin medierea pe segmente; rezolutie mai mic3
(] Multitaper: optim bias—variant3 via tapere DPSS; preferatd in practica

[J Parametrica: eficientd dacd modelul este corect; sensibil3 la specificare gresitd
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Procese cu Memorie Lungd

ARFIMA si comportamentul spectral in vecindtatea originii

Un proces ARFIMA(p, d, q) cu parametrul de diferentiere fractionard d € (—0,5; 0,5)

6(B)(1— B)’Y, = 6(B)e
are densitatea spectral3 care satisface:

f(w) ~ Crlw|™2¢ cand w — 0
Pentru 0 < d < 0,5: memorie lungd — spectrul diverge la origine (putere nelimitat3 la frecvente joase)

Legatura cu exponentul Hurst

(] Exponentul Hurst: H=d +1/2, deci H > 1/2 |nd|ca memorle lungs
[J Autocovariantele descresc hiperbolic: y(h) ~ C |h[2?=" (nesumabile pentru d > 0)
[] Teorema Wiener—Khintchine se aplica in continuare, dar spectrul este nemarginit la w =0

Exemple in economie si finante

[ Volatilitate realizatd (d ~

~

0,4), persistenta inflatiei, spread-uri ale ratelor dobanzii, volum tranzactionat
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Memorie lung3 si spectrul

Estimatori spectrali de regresie ai lui d
Estimatorul GPH (Geweke & Porter-Hudak, 1983)
Regresati log /(w;) fatd de log [2sin(w;/2)|? la cele mai mici m frecvente Fourier:
log I(w;) = Bo — d - log(4sin®(w;/2)) + ¢, j=1....m

unde m = n® cu « € (0, 1), de reguld oo = 0,5-0,8.
[J Regresie simpl3 pe log-periodogram3; consistent dar ineficient
0 depn L N(d, ©2/(24m)) in conditii de regularitate

Estimatorul Local Whittle (Robinson, 1995)
Maximizeaza functia de verosimilitate locala Whittle la cele m frecvente inferioare:

- Z I(iZ) = % Zlogwj]

dow = arg mdin log
=

[J Mai eficient decat GPH; \/ﬁﬁﬁw\/ —d) L N(0, 1/4)
[J Versiuni extinse: Local Whittle exact (Shimotsu & Phillips, 2005) trateaz3 nestationaritatea
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Estimarea prin functia de verosimilitate Whittle

Functia de verosimilitate Whittle

Pentru un model spectral parametric fy(w), aproximarea log-verosimilitdtii Whittle este:

[n/2] I(UJJ) R
Lw(0) = — jz:; |:Iog fo(wj) + fe(wj):| , Oy = arg max Ly (0)

Proprietati asimptotice

B va(Bw — 60) & N(O,Z71) unde £ = 2 [7 (2lefa)(2lefa)T g,
[1 Asimptotic echivalent cu MLE gaussian in domeniul timpului

Avantaje fat3 de MLE in domeniul timpului

[ Calcul: O(nlogn) fati de O(n?) pentru verosimilitatea exacts in domeniul timpului
[J Robustete: necesit3 doar specificarea corectd a spectrului, nu ipoteze complete de distributie
(] Modularitate: direct aplicabil pentru ARFIMA sau modele cu structuri spectrale complexe
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Memorie lunga: Aplicatie practica

Exemplu: Persistenta volatilitatii financiare

[J Volatilitatea realizatd a randamentelor bursiere prezintd memorie lungad cu d ~ 0,35-0,45
[] Spectrul diverge n vecin3tatea w = 0: revenire la medie extrem de lent3
[1 Modelele ARMA standard necesitd un ordin p foarte ridicat pentru a aproxima acest

comportament

1 ARFIMA surprinde aceleasi dinamici parsimonios cu un singur parametru d

Flux de lucru practic

1.

Atentie:

Reprezentati log-periodograma: dac3 este aproximativ liniard lang3 origine, suspectati memorie
lunga

2. Estimati d prin GPH si Local Whittle; comparati pentru robustete
3.
4. Folositi verosimilitatea Whittle pentru estimare parametricd eficient3

Ajustati ARFIMA(p, d, q); comparati AIC/BIC cu ARMA standard

Rupturi structurale si tendinte deterministe pot imita memoria lunga in periodograma — testati
intotdeauna ambele ipoteze (Qu, 2011; Shimotsu, 2006).

Q TsA _ch12_long_memory
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Analiza spectral3 bivariat3

De la univariat la bivariat

Pentru doud procese conjunct stationare {X:} si {Y:}, densitatea cross-spectrala este:
1 oo
—iwh
o)== > xy(h)e ™
27 P

unde yxy (h) = Cov(X¢ip, Y:) este functia de cross-covariants.

Diferenta fatd de cazul univariat

[ fxy(w) este cu valori complexe: fxy(w) = cxy(w) — i gxy(w)

[0 cxy(w): co-spectrul (co-miscare in fazi la frecventa w)

[0 gxv(w): spectrul de cuadratura (co-miscare defazat3)

[ Acestea sunt mai greu de interpretat direct = se folosesc m3surile derivate
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Coerenta patratica

Coerenta pitraticd: R? in domeniul frecventei

K/Z (OJ) _ IfXY(w)|2
X fx (w) fy (w)’

Interpretare

[] M3soar3 taria asocierii liniare intre X si Y la frecventa w
O k=1 relagie liniard perfect3 la aceast3 frecvents; x? = 0: nicio relatie
[1 Analog al R* din regresie, dar specific frecventei

[ Spre deosebire de corelatia in domeniul timpului, coerenta poate ardta c3 doud serii sunt puternic
legate la frecventele ciclului de afaceri dar necorelate la frecvente mai inalte

0 < riy(w) <1

[ Cross-periodograma brut3 d3 42 = 1 peste tot — trebuie netezit3 in prealabil
[] Se folosesc estimatii cross-spectrale cu multitaper sau netezire prin nuclee

Q TSAichlzicoherence
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Spectrul de faz3 si castigul

Spectrul de faz3

—qXY(w)>

cxy (w)

oxy (w) = arctan(

[0 Avans/intérziere intre X si Y la frecventa w

[ ¢ > 0: X conduce Y

[0 Decalaj temporal: 7(w) = ¢(w)/w

[ Faza are sens doar unde coerenta este
semnificativi

Castigul (raportul de amplitudine)

G = e

[J M3soara cat de mult frecventa w din X este
amplificata sau atenuata in Y

[ Dacd Y = X + ¢, castigul este || la toate
frecventele

[J Util pentru evaluarea transmisiei dependente de
frecventa

Impreuna: Coerenta v3 spune cit de puternic sunt legate dou3 serii la fiecare frecvents, faza v3 spune care
conduce, iar castigul v3 spune cu cat sunt amplificate oscilatiile.

Q TSA ch12 coherence
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Faza: Exemplu numeric

Configuratie

[ Fie Y; = X:_2 + &: (relatie de decalaj pur de 2 [J Faz3 negativd = Y urmeazd X (intarziere)
perioade) [ Fazd pozitivda = Y precede X (avans)

[ Cross-spectrul: Sxy(w) = e~ Sxx(w) [J Faza = —wk Tnseamn3 k-perioade decalaj la toate

[ Faza: ¢(w) = —2w frecventele

Interpretare

[ La w = /4 (ciclu de 8 perioade): ¢ = —m/2
(sfert de ciclu)

[0 La w = /8 (ciclu de 16 perioade): ¢ = —m/4
(optime de ciclu)

[J Panta fazei = d¢/dw = —2 d& decalajul de grup
(in perioade)
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Exemplu coerent3

Coherence and Phase Between Related Processes

1NN A .
: VM v

- Threshold 0.5

Squared Coherence

150 /\/\ y= Mw
50
-100
-150
) o1 0 o oa

3 05

Phase (degrees)

Frequency
[0 Coerenta patraticd, spectrul de faz3 si castigul intre doud serii economice simulate
[ Coerent3 ridicatd la frecventele ciclului de afaceri (6-32 trimestre) cu fazd ~ 0 = co-miscare

sincronizata
Q TSA_ch12 coherence
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Analiza cross-spectrald: Aplicatii economice

Aplicatia 1: Sincronizarea ciclurilor de afaceri

[0 Coerenta intre PIB-ul a dou3 t3ri la frecventele ciclului de afaceri (w corespunzand la 6-32

trimestre)
[0 Coerent3 ridicatd = cicluri de afaceri sincronizate (relevant pentru uniunea monetars)

[J Faza = care tard conduce/urmeaz3

Aplicatia 2: Indicatori avansati

[0 Coerenta si faza intre un indicator avansat (ex. panta curbei randamentelor) si PIB
[J Dac3 coerenta ridicatd + faz3 pozitiva, indicatorul chiar ,,conduce"

Aplicatia 3: Transmisia politicii monetare

[J Coerenta intre rata de politica si inflatie: poate fi ridicat3 la frecvente joase dar sc3zut3 la
frecvente Tnalte
[J Faza dezviluie intarzierea transmisiei la fiecare frecvents
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Filtrarea in domeniul frecventei

Filtre liniare si functii de transfer |

Un filtru liniar

Un filtru liniar invariant in timp transformad {X:} tn {Y:}:

Functia de raspuns in frecventa (functia de transfer) este:

[ee]

Alw) = Z aj e

j=—oco

Rezultatul fundamental: Filtrarea = Multiplicare

Daci X; are densitate spectrald fx(w), atunci Y; = A(B)X; are densitate spectrali:
fr (w) = |A(W)[? - fx(w)

Un filtru multiplica spectrul cu castigul sau patratic — de aceea domeniul frecventei face analiza filtrelor
triviala!
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Filtre liniare si functii de transfer Il

Exemple clasice de filtre
[ Prima diferenta (1 — B):  |A(w)|? = 4sin?(w/2)

= amplific3 frecventele inalte, elimind w = 0 (elimin3 trendul)

. 2
[ Media mobila de ordin m:  |A(w)|? = M
msin(w/2)

= filtru trece-jos (lasd componentele lente, elimini oscilatiile rapide)

[ Diferenta sezoniera (1 — B*?):

varfuri ale |A(w)|*> = 0 la armonicele sezoniere
= elimin3 tiparul sezonier lunar

Filtrul band-pass ideal

Las3 s3 treacd frecventele din [w;,wy] si blocheaz3 restul:

1 dacd w; < |w| <wy sin(wpj) — sin(wj)
A = g = ey~ SNSRI
() {0 altfel o j

J

Problema: necesitd infinit de multe avansuri/intarzieri = trebuie trunchiat in practic3.

Q TSA chi2_filters
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Functii de transfer ale filtrelor

Filter Transfer Functions

4.0
859

Business
3.04 cycle band

2.0

Squared Gain [H(w)|?

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Frequency (cycles per period)

- First difference === 5-pt Moving average == |deal band-pass (6-32 periods)

[ Castigul patratic |A(w)|? pentru patru filtre: prima diferents, MA pe 12 luni, band-pass ideal, ciclul HP
[J Selectivitatea in frecventd a fiecarui filtru este imediat vizibild in domeniul frecventei

Q TSA_chi2_filters
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Filtrele Baxter—King si Christiano—Fitzgerald
Filtrul Baxter—King (BK) (1999)

[J Aproximare simetric3, de lungime fix3 a filtrului band-pass ideal

[J Utilizeazd K avansuri si intarzieri (de obicei K = 12 pentru date trimestriale)

[0 Coeficienti: filtru ideal trunchiat + constrans s3 aibd suma zero (elimin3 trendul)
(] Dezavantaj: pierde K observatii la fiecare capat al seriei

Filtrul Christiano—Fitzgerald (CF) (2003)

[ Filtru asimetric, variabil in timp — utilizeaz3 toate observatiile (fard pierdere de date)
[ Aproximare optimal3 sub ipoteza c3 X; este un mers aleator

[1 Ponderile filtrului se adapteaz3 la capetele seriei

[ n general preferat fat3 de BK pentru majoritatea aplicatiilor economice

. . - 2 . . .
iltrul HP: (A = 1600): filtru trece-sus cu |Anp(w)|? = %, las3 s3 treacd cicluri < 32 trimestre.
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Functii de transfer HP, BK si CF

Transfer Functions: HP, BK, and CF Filters

Gain [H(w)|

=S2omtrs y v v )

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Frequency (cycles per quarter)

—— HP filter (\=1600) —— BK filter (6-32 gtrs, K=12) =+ CF filter Business cycle band

[ Ciclul HP (A=1600), BK band-pass (K =12, 6-32 trim.) si filtrul CF pe date trimestriale
[J Tinta ideald band-pass (gri) aratd cat de bine aproximeaz3 fiecare filtru idealul

Q TSA_chi2_filters
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Filtrul HP: Perspective critice

[J Critica Hamilton (2018): filtrul HP introduce cicluri false care nu exist3 in date
» Seria filtrat3 are o structuri ARMA(4,4) indiferent de DGP-ul original
» Alternativd propus3: detrendare bazat3 pe regresie
[ Efectul de capat: estim3rile la marginile esantionului sunt nesigure
» Filtrul HP este un filtru bilateral; capetele utilizeazi ponderi asimetrice
» Ultimii 2-3 ani de estimdri trebuie interpretati cu prudent3
[] Sensibilitate la \: rezultatele depind puternic de parametrul de netezire
» )\ = 1600 (trimestrial) este o conventie, nu un optim universal
» Filtrele BK si CF sunt mai putin sensibile la alegerea I3timii de band3
[J Recomandare practica: utilizati HP ca unul dintre mai multe instrumente; comparati intotdeauna cu
BK/CF
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Scurgerea spectral3 si ponderarea datelor

Problema scurgerii spectrale

[ Calculul DFT presupune implicit c3 datele sunt periodice (se ,infasoard")

(] Dac3 seria nu incepe si nu se termin3 la aceeasi valoare, aceasta creeazd discontinuitati
[J Energia de la varfurile spectrale puternice ,se scurge" in frecventele vecine

[J Rezultat: periodograma aratd humps largi in loc de varfuri ascutite

Solutie: Ponderarea datelor (aplicarea ferestrei)

Se aplicd o pondere {d:} care aduce lin datele la zero la ambele capete:

ponderat
Yt

:dt-yt, unde dl zdnzo, dn/Zzl

Ferestre comune:

(0 Hanning: d; = 0,5(1 — cos(27t/n)) — bun uz general

[0 Hamming: d; = 0,54 — 0,46 cos(2mt/n) — reducere usor mai mic3 a scurgerii

[0 Blackman: d; = 0,42 — 0,5 cos(27t/n) + 0,08 cos(47mt/n) — excelentd suprimare
[ DPSS (Slepian): concentrare optimala a energiei (folosit in multitaper)
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llustrare scurgere spectrald

Spectral Leakage: Effect of Tapering
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3r3 ponderare (stanga): scurgere sever3 a energiei spectrale in frecventele vecine

L F
[ Cu fereastra Hanning (dreapta): varful este bine concentrat, nivelul de scurgere mult redus

Q TSA ch12 leakage
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De la Fourier la Wavelets: Motivatie

Limitarea analizei Fourier

[ Analiza Fourier descompune un semnal in componente sinus/cosinus globale

[J Fiecare component3 de frecventd se extinde pe intreaga perioad3 de timp

[J Problem3: semnale nestationare — continutul de frecvent3 se schimb3 in timp!
[J Exemplu: volatilitatea financiard este calm3 in unele perioade, turbulent3 in altele

Principiul incertitudinii (Heisenberg—Gabor)

1 Nu puteti avea rezolutie perfecta simultan in timp si frecvent3

O At-Af > L (|ncert|tud|ne timp-frecvent)

[J Fourier: Af este minim3 dar At = oo (fir3 localizare n timp?

[J Wavelets: adaptivd — rezolutie bun5 in timp la f inaltd, rezolutie buni in frecvent3 la f joas3

Wavelets: Localizate atat in timp, cat si in frecvent3

[ Folosesc functii baz3 scurte, oscilatorii (,wavelets") in loc de sinusoide infinite
[J Wavelets se intind pentru frecvente joase, se comprim3 pentru frecvente inalte
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Transformata Wavelet Continud (CWT)

CWT a unui semnal x(t) in raport cu un wavelet mam3 1)(t) este:

W(a, b) = f/ x(t) (ab)dt

[0 a: parametrul de scala (invers proportional cu frecventa: a mare = frecvent3 joasi)
[J b: parametrul de translatie (localizare in timp)
[ |W(a, b)|*: puterea wavelet la scala a si momentul b

Wavelets mam3 comune

[ Morlet: (t) = n /4 givot g—t2/2 (exponentiald complexd modulats gaussian, wo = 6)
[ Palaria mexicana: ¢(t) = (1 — tz)e_tz/2 (derivata a doua a gaussianei)

[J Haar: cel mai simplu wavelet — constant pe portiuni (bun pentru detectarea salturilor)
[ Pentru serii de timp: Morlet este standard — echilibru bun timp/frecvents

Q TSA_ch12_morlet
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[lustrare wavelet Morlet
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[J Wavelet-ul Morlet la patru scale: scalele mai mari capteazi oscilatii de frecventd joas3

[J Scalele mai mici capteaz3 tranzientii de frecventd inaltd — rezolutie timp-frecventd adaptiva
Q TSA_ch12_morlet
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Spectrul de putere wavelet si scalograma

Spectrul de putere wavelet

WPS(a, b) = |W(a, b)[?

Afisat ca o scalograma: o hartd termicd 2D cu timpul pe axa x si scala (perioada) pe axa y. Intensitatea

culorii = puterea.
Spectrul wavelet global Conul de influents (COI)
Puterea medie n timp la fiecare scala: N .. 0 G
[J Lang3 capetele seriei, coeficientii wavelet sunt
n
—2 . 1 > nesiguri (efecte de margine)
el = I bZ; [W(a, b)| [J COIl marcheaz3 regiunea unde efectele de
) ) a _ ) ) margine sunt semnificative

Comparabil cu densitatea spectrald Fourier. Util [ Interpretati puterea doar in interiorul COI

pentru identificarea periodicit3tilor dominante.
Semnif.: Sub Ho de zgomot rosu (AR(1)), puterea wavelet urmeazi x3 scalats de spectrul de fundal. Contururi la

95% semnificatie.
Q TSA_ch12_scalogram
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Scalograma unei serii sintetice

Amplitude

Frequency (Hz)

[] Semnal sintetic: ciclu

Signal: Linear Chirp (550 Hz) + 80 Hz Burst (0.5-1.0's)

075 1.00

Scalogram (STFT Magnitude)

80
40
20

'ﬁme (s)

de 4 ani (prima jumatate) + cicIu de 10 ani (a doua jum3tate)

Power ldB)

[0 Scalograma relevd continutul de frecvent3 variabil in timp; COI (punctat) delimiteazd regiunea fiabild

Q TSA_ch12 scalogram
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Coerenta wavelet

Transformata cross-wavelet si coerenta
Pentru doud serii X; si Y: cu CWT-urile Wx(a, b) si Wy (a, b):

Wxy (a, b) = Wx(a, b) Wy (a, b) (spectrul cross-wavelet)
Coerenta wavelet este:

S(W; b))|?
Riy(a,b) = W@ DIE__
S(IWx(a, b)I2) - S(|Wy (a, b)[?)
unde S(-) este un operator de netezire atat in timp, cat si in scali.

Interpretare si aplicatii

[ R%y(a, b) € [0,1]: m3surd variabils in timp si scal¥ a co-misc3rii

[ Sageti de faza pe graficul de coerentd indic3d relatii de avans/intarziere

[J Aplicatie: pretul petrolului si pietele de actiuni — coerenta poate fi ridicat3 la frecventele ciclului
in timpul crizelor dar scdzut3 in perioade normale

[J Aplicatie: inflatia si masa monetard — coerenta variaz3 intre regimuri istorice

Q TSA_ch12 wavelet coherence
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Coerenta wavelet: Scalograma

Signal: Linear Chirp (550 Hz) + 80 Hz Burst (0.5-1.0's)

Amplitude
Lol
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100 Scalogram (STFT Magnitude)
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Power (dB)
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-70
02 04 06 08

12 14
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[J Coerenta wavelet intre dou3 serii sintetice cu s3geti de faz3
[J Dreapta = in faz3, stdnga = anti-faz3, sus = prima serie conduce

Q TSAich127wave|et7co|1erence
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Procese local stationare

Dahlhaus (1997): Un cadru pentru spectre nestationare

Un proces local stationar are reprezentarea:

™ t .
Xe.r :/ A(?, w) et dZ(w)

unde A(u,w) este functia de transfer variabila in timp si Z(w) are incrementi ortogonali. Densitatea
spectrala variabila in timp este:

f(u, w) = |A(u, w)|?, u€[0,1], w € [—m, 7]

Ideea cheie

[ La fiecare punct de timp rescalat u = t/ T, procesul “aratd” stationar cu spectrul f(u,w)
[] Generalizeaza reprezentarea Cramér clasicd pentru a permite structuri variabile in timp
[1 Estimare prin periodograma locald sau metode bazate pe wavelets

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp



Analiza Wavelet

Detectia punctelor de schimbare spectral3

Testarea stationaritatii spectrale

0 Ho: f(u,w) = f(w) pentru toti u  (spectrul este invariant in timp)
[0 Hi: f(u,w) se schimbi la unul sau mai multe puncte de timp (puncte de schimbare spectral3)

[J CUSUM pe periodograme locale: Compararea estimarilor spectrale din sub-segmente

[J Teste bazate pe wavelets: Utilizarea variantei la fiecare scald pentru detectarea schimbarilor in
benzi de frecvent3 specifice

[J Statistici de tip Kolmogorov—Smirnov: Compararea distributiilor spectrale intre ferestre

Aplicatie: Detectarea regimurilor in economie

[J Detectarea inceputului si sfarsitului Marii Moderatii prin schimbari spectrale
[J Identificarea rupturilor structurale in dinamica inflatiei sau volatilitatea financiard
[J Schimbari in frecventa sau amplitudinea ciclului de afaceri intre regimuri de politici economic3
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STFT vs. CWT: Legatura dintre Fourier si Wavelets

Transformata Fourier pe termen scurt (STFT)

O Aplicati DFT pe segmente cu fereastrd: STFT(7,w) = >, x(t) w(t — 7) e ™", unde w(-) este o

fereastra de I3time fix3 centrat3 la momentul 7

‘ STFT ‘ CWT
Fereastra Litime fix3 pentru toti w Adaptiva (ingust3 la w mare)
Rezolutie Uniform3 At X Aw Variabils: At o< 1/w
Bazi Sinusoide cu fereastrd Wavelets scalate/deplasate
Cel mai bun pentru Semnale cu frecvent3 stabil3 Semnale cu elemente tranzitorii
Spectrogrami |STFT|2 = spectrogram3 |W(a, b)|? = scalogrami

Perspectiva practica

[] STFT adauga localizare temporald analizei Fourier; CWT adapteaz3 in plus |3timea ferestrei la

frecvent3

[] Pentru date economice: CWT este preferatd deoarece dinamicile ciclului de afaceri si cele de
naltd frecvent3 necesitd rezolutii diferite

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp



Analiza Wavelet

Fourier vs. Wavelets: Cand se foloseste fiecare

ourier pectra Wavelet
Stationaritate Necesars (sau presupusd) Nu este necesard
Localizare in timp Nu Da
Rezolutia in frecvents Uniform3 la toate w Variaza cu scala
Cel mai bun pentru Serii stationare, proiectare filtre Nestationare, evenimente tranzitorii
Testarea ipotezelor Bine dezvoltats (F-test, x?) Monte Carlo, nul AR(1)
Cost computational O(nlogn) O(nlogn) la O(n?)
Comun in Economie, procesarea semnalelor Geofizica, finante, clim3

Recomandare practica

[J Folositi analiza Fourier/spectrala cand credeti c3 structura de frecvent3 este stabild in timp

[ Folositi wavelets cand suspectati c3 structura de frecventd se schimba in timp (schimb3ri de
regim, cicluri in evolutie)

[J De multe ori este util s3 folositi ambele: Fourier pentru forma spectrald generald, wavelets pentru
comportamentul variabil in timp
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Rezumat sectiune: Wavelets vs. Fourier

Cand s3 folositi fiecare metod3

[J Fourier: serii stationare, continut global de frecventd, rezolutie ascutitd in frecvents

[J Wavelets: nestationare, frecvente variabile in timp, localizare in timp S| frecvent3
[J STFT: compromis — fereastr3 fix3; rezolutie uniform3 timp-frecventa

[0 Scalograma: vizualizare preferat3 pentru cicluri economice si financiare
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Flux practic: Analiza spectrald a unei serii reale
1. Preprocesare: eliminati trendul (HP/prima diferentd), luati logaritmi dac3 este necesar
2. Verificarea stationaritatii: test ADF/KPSS; diferentiati dac3 este necesar
3. Calculati periodograma: identificati vizual frecventele dominante
4. Neteziti: aplicati Welch sau multitaper pentru o estimare fiabild a densit3tii spectrale
5. Testati: testul Fisher pentru periodicitati ascunse semnificative
6. Memorie lunga?: estimati d prin GPH sau Local Whittle dac3 f(w) — 00 aproape de w =0
7. Cross-spectral: coerentd + fazd dac3 analizati doud serii
8. Wavelet: dac3 se suspecteaz3d nestacionaritate, folositi scalograma CWT
Analiza si Prognoza Seriilor de Timp ot
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Prezentarea studiului de caz

Descrierea datelor

[0 Date: PIB Real SUA, trimestrial, 1947T1-2024T4 (seria FRED GDPC1)

[J Transformare: logaritmul PIB-ului real

[J Obiectiv: Extragerea componentei ciclului de afaceri folosind metode spectrale

[J Metode comparate: Periodogram3, Multitaper, filtru HP, filtru BK, filtru CF, Wavelet

Definitia ciclului de afaceri

[0 Burns & Mitchell (1946) / NBER: fluctuatii recurente cu perioada 6-32 trimestre

[J Banda de frecvents: w € [27/32, 27/6] ~ [0,196, 1,047] radiani/trimestru

[J Obiectiv: izolarea acestei benzi de trend (frecvente joase) si componenta neregulat3 (frecvente
nalte)

Q TSA_ch12_business_cycle
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Seria temporald PIB SUA
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[0 Logaritmul PIB-ului Real SUA (FRED GDPC1), 1947T1-2024T4, cu rata de crestere trimestrial3
[] Trendul puternic domin3 vizualizarea in domeniul timpului; metodele spectrale sunt necesare pentru

extragerea ciclului

Q TSA ch12 gdp
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Python: Estimarea periodogramei si Multitaper

Analiza spectrald cu Python

import numpy as np;

import pandas as pd

from scipy import signal;

from spectrum import pmtm

# Incarca PIB Real SUA (trimestrial,

log-transformat)

freqs_p,

# Estimare

# Periodograma bruta (fs=4 =

Pxx_p
spec

trimestrial)
= signal.periodogram(y_dt,
trala multitaper (NW=4,

fs=4)

K=7 ferestre)

gdp = pd.read_csv(’GDPCl.csv’, parse_dates=[’DATE’], index_col=’DATE’)
y = np.log(gdp[’GDPC1°].values)
y_dt = y - np.polyval(np.polyfit(np.arange(len(y)), y, 1), np.arange(len(y))

Pxx_mt, w, ev = pmtm(y_dt, NW=4, NFFT=1024, method=’adapt’)
freqs_mt = np.linspace (0, 2, len(Pxx_mt))
bc_low, bc_high = 1/8, 1/1.5 # banda ciclului de afaceri (cicluri/an)
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Periodograma si estimarea multitaper a PIB-ului

Spectral Analysis of GDP Growth (Quarterly)

Spectral density
=
o

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
Frequency (cycles per year)

Raw periodogram = Multitaper estimate Business cycle (6-32 gtrs)
[J Periodograma brut3 (gri) si estimarea multitaper (albastru) a log PIB-ului ajustat pentru trend
[0 Banda umbritd = intervalul ciclului de afaceri (6-32 trim.); varf dominant la ~16-20 trimestre

Q TSA _ch12_gdp
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Python: Filtrare Band-Pass

Extragerea componentei ciclului de afaceri

import statsmodels.api as sm

cycle_hp, trend_hp = sm.tsa.filters.hpfilter(y, lamb=1600) # HP filter
cycle_bk = sm.tsa.filters.bkfilter(y, low=6, high=32, K=12) # BK filter
cycle_cf, trend_cf = sm.tsa.filters.cffilter(y, low=6, high=32) # CF filter
# Compara ciclurile extrase

import matplotlib.pyplot as plt

fig, ax = plt.subplots(figsize=(12, 5))

ax.plot(gdp.index, cycle_hp, label=’HP filter’, alpha=0.8)

ax.plot (gdp.index [12:-12], cycle_bk, label=’BK filter’, alpha=0.8)
ax.plot (gdp.index, cycle_cf, label=>CF filter’, alpha=0.8)

ax.axhline (0, color=’black’, linewidth=0.5)

ax.legend(); ax.set_title(’US Business Cycle Components’)

Q TSA_ch12_bandpass
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Cicluri de afaceri filtrate band-pass

HP Filter: Trend Extraction
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[ HP (A=1600), BK (K =12) si CF — componentele ciclului de

2020

afaceri cu umbrire recesiuni NBER

[J Toate trei filtrele sunt de acord asupra sincronizarii varfurilor si minimelor; CF piastreazi capetele

Q TSA_ch12_bandpass
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Python: Analiza Wavelet

Spectrul de putere wavelet si scalograma

import pywt # PyWavelets

scales = np.arange (2, 128) # scale ~ perioade in trimestre

coefficients, frequencies = pywt.cwt(y_dt, scales, ’morl’,
sampling_period=0.25)

power = np.abs(coefficients) ** 2

periods = 1 / frequencies # conversie in ani

# Grafic scalograma

fig, ax = plt.subplots(figsize=(12, 6))

im = ax.contourf (gdp.index, periods, power, levels=20, cmap=’jet’)
ax.set_ylim(1, 32); ax.set_yscale(’log’, base=2)

ax.set_ylabel (’Period (years)’)

ax.axhline(y=1.5, color=’white’, linestyle=’--7)

ax.axhline(y=8, color=’white’, linestyle=’--’)

plt.colorbar (im, label=’Power’)

Q TSA chi2 wavelet
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Scalograma wavelet: PIB Real SUA
Morlet Wavelet Scalogram — Detrended Log Real GDP

64

32
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2
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Year

[ Scalograma wavelet Morlet a PIB-ului Real SUA ajustat pentru trend; liniile albe = banda ciclului 6-32
trim.
[J ,Marea Moderatie" (1985-2007) apare ca putere redus3; 2008 si 2020 ca explozii localizate
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Q TSA_chi2_wavelet
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Rezultate: Densitatea spectrald a PIB-ului SUA

Constatari cheie din analiza spectrald

[0 Varf dominant in periodogrami la perioada ~ 16-20 trimestre (4-5 ani)

[ Consistent cu durata medie a ciclurilor de afaceri NBER

[0 Concentrare secundara a puterii la perioada ~ 32-40 trimestre (8-10 ani) — ciclul Juglar
[J Putere foarte mare la cele mai joase frecvente confirm3 componenta puternici de trend
[ Estimarea multitaper este mai neted3, confirm3 aceeasi structurd de varfuri

Comparatia filtrelor

[ Filtrele HP, BK si CF produc componente ciclice similare (corelatie > 0,85)

[J BK pierde 12 observatii la fiecare capat; CF si HP p3streaz3 intregul esantion
[] Toate trei identifici corect recesiunile NBER ca minime ale componentei ciclice
[ Filtrul CF este usor mai bun la capete datoritd adapt3rii asimetrice
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Rezultate: Scalograma Wavelet

Structura spectral3d variabild in timp

[] Scalograma wavelet relevd c3 puterea ciclului de afaceri nu este constanta in timp

(] Anii 1970-1980: Putere puternic3 la perioade de 4-8 ani (socuri petroliere, dezinflatia Volcker)
[J 1985-2007: Putere redus3 la toate frecventele ciclice — ,Marea Moderatie"

[ 2008-2009: Concentrare intensd de putere la perioade de 4—6 ani (Marea Recesiune)

[J 2020: Explozie bruscd, localizatd de putere la perioade de 2—4 ani (socul COVID)

Observatie: De ce wavelets completeazd Fourier

[ Analiza Fourier ne spune c3 ciclul mediu este de =~ 5 ani

[] Wavelets ne spune ca durata si intensitatea ciclului se schimba in timp
[J Marea Moderatie este vizibild ca o ,zon3 linistita" in scalogram3

[ Aceasta nu poate fi detectatd cu analiza spectral3d Fourier standard
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Exercitiu IA: Analizi spectral3 cu LLM-uri

Ingineria prompt-urilor pentru analiza spectralad

[J Utilizati un LLM (Claude, GPT-4) pentru a asista analiza spectrald

Exemplu de prompt

,Date lunare de productie industriald pentru Romania (2000-2024). Trend, sezonalitate si posibil cicluri. Vi
rog:

L] Calculati periodograma si estimarea spectrald multitaper

[ Identificati frecventele dominante si perioadele corespunzitoare

O Aplicati filtru band-pass pentru ciclurile cu perioada 2-8 ani.
[] Creati scalograma wavelet; interpretati in termeni economici

Ce trebuie verificat n raspunsul IA

[J Seteazd corect fs (frecventa de esantionare) pentru date lunare?
[ Interpreteaz3 frecventele in unitatile corecte (cicluri/lun3 vs. cicluri/an)?
[J Aplicd ajustarea pentru trend Tnainte de calculul periodogramei?
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Concluzii cheie

Ce am finvatat

[ Densitatea spectrala f(w) descompune varianta pe frecvente (Wiener—Khintchine: v(h) <> f(w))

[J Periodograma este estimatorul natural dar inconsistentd — trebuie netezitd (multitaper =
standard de aur)

[0 M3surile cross-spectrale (coerents, fazd, castig) dezviluie relatii specifice frecventei

[J Filtrele band-pass (BK, CF) extrag ciclurile de afaceri; HP este un filtru trece-sus

[] Wavelets ofer3 localizare timp-frecventa pentru semnale nestationare

Recomand3ri practice

(] Eliminati trendul intotdeauna Tnainte de analiza spectral3; folositi scala logaritmicd pentru grafice
[J Alegeti multitaper pentru estim3ri finale; periodograma brut3 doar pentru explorare
[J Pentru date nestationare, preferati analiza wavelet in locul metodelor Fourier
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Intrebarea 1

Intrebare

[0 Ce misoard functia de densitate spectrald f(w) si care este relatia sa cu functia de autocovariant3
v(h)?

Variante de raspuns

[0 (A) f(w) m3soard media procesului la frecventa w; este transformata Laplace a lui v(h)

[ (B) f(w) m3soars contributia frecventei w la varianta totald; este transformata Fourier a lui v(h)
(teorema Wiener—Khintchine)

[0 (C) f(w) m3soara defazajul la frecventa w; este inversa lui y(h)

[ (D) f(w) m3soard componenta de trend la frecventa w; este derivata lui v(h)
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Intrebarea 1: R3spuns
Raspuns: (B)
O Functia de densitate spectrald f(w) = 5= 3=, y(h)e™ ™" descompune varianta total3 a unui proces
stationar pe frecvente. Varianta totald este v(0) = [”_f(w) dw. Aceastd pereche de transformate

Fourier intre y(h) si f(w) este teorema Wiener—Khintchine — rezultatul fundamental al analizei
spectrale.

Q TSA_ch12_quiz1
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Intrebarea 2

Intrebare

[J De ce periodograma brut3 este un estimator inconsistent al densitatii spectrale si cum poate fi
remediat acest lucru?

Variante de raspuns

[ (A) Periodograma este deplasatd; se remediaza prin cresterea dimensiunii esantionului

[ (B) Varianta periodogramei nu scade cu dimensiunea esantionului (Var[/(w)] =~ f(w)? pentru orice
n); se remediaz3 prin netezire (ex. multitaper, Welch, nucleu Daniell)

[ (C) Periodograma functioneazd doar pentru zgomot alb; se remediazd prin diferentierea datelor

[J (D) Periodograma este inconsistentd deoarece foloseste FFT; se remediaz3 prin calculul direct al
DFT
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Tntrebarea 2: Rispuns
Raspuns: (B)

[ Periodograma este aproximativ nedeplasatd (E[/(w)] — f(w)), dar varianta sa Var[/(w)] ~ f(w)?
nu scade cand n — co. Aceasta se datoreaz3 faptului cd addugarea mai multor date introduce mai
multe frecvente Fourier, in loc s3 imbun3titeasc3 estimirile la frecventele existente. Netezirea
(medierea valorilor vecine ale periodogramei, multitaper sau metode cu fereastrd lag) sacrifica
rezolutia n frecventd in schimbul variantei reduse, producind un estimator consistent.

Q TSA_ch12_quiz2
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Intrebarea 3

Intrebare

[ Observati o densitate spectrald cu un varf ascutit 1angd w = 0 si varfuri mai mici la
w=m7/6,7/3,7/2,27/3,57/6, 7. Ce tip de proces a generat probabil aceste date?

Variante de raspuns

[0 (A) Zgomot alb — spectru plat cu fluctuatii aleatorii
[0 (B) AR(1) cu ¢ > 0 — spectru rosu cu varf la zero

[J (C) Proces sezonier lunar cu trend — varf la zero (trend) plus varfuri la armonicele sezoniere
wk = 2mwk/12

(1 (D) Mers aleator — toatd puterea la w =0
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Tntrebarea 3: Rispuns
Raspuns: (C)

[ Varfurile la w = 7/6,7/3,7/2,27 /3,57 /6,7 corespund exact lui 2wk /12 pentru k =1,2,...,6
— armonicele sezoniere ale datelor lunare (s = 12). Varful la w =~ 0 indicd o component3
puternica de trend sau pe termen lung. Aceasta este semndtura spectral3d clasica a unei serii

lunare cu atat trend, cat si sezonalitate, cum ar fi pasagerii companiilor aeriene sau vanzarile cu
am3nuntul.

Q TSA_ch12 quiz3
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Intrebarea 4

Intrebare

[] Care este avantajul principal al analizei wavelet fatd de analiza spectrald Fourier pentru serii de

timp economice?

Variante de raspuns

[0 (A) Wavelets oferd rezolutie mai mare in frecventd decat Fourier pentru serii stationare

[ (B) Wavelets pot localiza caracteristici spectrale atat in timp, cat si in frecvents, fiind potrivite
pentru procese nestationare unde continutul de frecvent3 se schimb3 in timp

[ (C) Wavelets sunt computational mai rapide decat FFT

[ (D) Wavelets nu necesitd alegerea niciunui parametru, spre deosebire de metodele Fourier
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Intrebarea 4: R3spuns

Raspuns: (B)

[J Analiza wavelet ofer3 localizare simultan3 in timp si frecventd. Spre deosebire de analiza Fourier,
care produce un spectru global unic, wavelets creeazi o scalogram3i care aratd cum puterea
spectral3 evolueaz3d in timp. Aceasta este cruciald pentru seriile economice supuse rupturilor
structurale, schimbarilor de regim si dinamicii ciclurilor de afaceri in evolutie. Principiul
incertitudinii Heisenberg limiteaz3d rezolutia comund, dar wavelets echilibreazi adaptiv rezolutia in
timp si frecventd pe scale diferite.

Q TSA ch12 quiza
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Intre

barea 5

Intrebare

[J Un cercetator aplica filtrul Hodrick—Prescott (HP) cu A = 1600 pe date trimestriale de PIB. Care
este interpretarea spectral3d a acestui filtru?

Variante de raspuns

[ (A) Este un filtru band-pass care extrage cicluri cu perioada 6—32 trimestre

[ (B) Este un filtru trece-jos care extrage trendul pastrand doar frecventele joase

. —_ 2 ~ i3 i3
[J (C) Componenta ciclici HP este un filtru trece-sus: |A(w)|? = %, lasand s3 treac3d
toate ciclurile mai scurte de &~ 32 trimestre inclusiv zgomotul neregulat

[J (D) Este un filtru notch care elimina doar frecventa sezonierd
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Intrebarea 5: R3spuns
Raspuns: (C)
[ Componenta ciclicd a filtrului HP este un filtru trece-sus care lasd s3 treac3 toate frecventele
peste un prag determinat de A\. Cu A = 1600 si date trimestriale, las3 s3 treac3 cicluri mai scurte
de &~ 32 trimestre. Spre deosebire de un filtru band-pass (BK, CF), ciclul HP include atat
componenta ciclului de afaceri, cit si componenta neregulatd de frecventd inalt3. Aceasta este o
limitare bine cunoscut3: ,ciclul" HP este contaminat cu zgomot, motiv pentru care filtrele
band-pass dedicate sunt preferate pentru extragerea ciclului de afaceri.
Q TSA_ch12_quizs
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V& multumim!
Intrebari?
[:] Materialele cursului: https://danpele.github.io/Time-Series-Analysis/
(1 Q Quantlet @ Quantinar
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