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Obiective de învăt,are

La finalul acestui capitol, vet, i fi capabili să:

1. Explicat, i de ce analiza în domeniul frecvent,ei completează metodele din domeniul timpului
2. Derivat, i reprezentarea Fourier a unui proces stat, ionar
3. Calculat, i s, i interpretat, i periodograma s, i funct, ia de densitate spectrală
4. Aplicat, i metode de estimare spectrală neparametrică s, i parametrică
5. Interpretat, i măsuri cross-spectrale: coerent,ă, fază s, i câs,tig
6. Distinget, i analiza Fourier de analiza wavelet s, i situat, iile lor de aplicare
7. Utilizat, i filtre band-pass pentru extragerea componentelor ciclului de afaceri
8. Implementat, i analiza spectrală în Python pentru date economice s, i financiare reale
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Cuprins
⊡ Motivat, ie

⊡ Fundamentele analizei Fourier

⊡ Periodograma

⊡ Funct, ia de densitate spectrală

⊡ Estimarea spectrală

⊡ Memorie lungă s, i spectrul

⊡ Analiza cross-spectrală

⊡ Filtrarea în domeniul frecvent,ei

⊡ Analiza Wavelet

⊡ Studiu de Caz: Extragerea Ciclurilor de Afaceri

⊡ Utilizare IA

⊡ Rezumat

⊡ Quiz
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Motivat, ie 4

De ce analiză în domeniul frecvent,ei?

Domeniul timpului vs. domeniul frecvent,ei

⊡ Domeniul timpului: descrie cum evoluează seria în timp — ACF, ARIMA, GARCH
⊡ Domeniul frecvent,ei: descrie care componente periodice determină variat, ia
⊡ Acestea sunt reprezentări duale — echivalente matematic, dar fiecare dezvăluie structuri diferite

Când analiza în domeniul frecvent,ei este esent, ială

⊡ Detectarea periodicităt, ilor ascunse (cicluri de afaceri, sezonalitate, cicluri astronomice)
⊡ Înt,elegerea la ce frecvent,e se concentrează cea mai mare energie (variant,ă)
⊡ Proiectarea filtrelor optime pentru extragerea trendului, ciclului sau sezonalităt, ii
⊡ Analiza co-mis,cării între serii la frecvent,e specifice (coerent,ă)

Impact istoric

⊡ Fourier (1807): orice funct, ie periodică poate fi descompusă în unde sinusoidale
⊡ Schuster (1898): a inventat periodograma pentru detectarea periodicităt, ilor ascunse
⊡ Wiener–Khintchine (anii 1930): au legat autocovariant,a de densitatea spectrală
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Exemplu motivat, ional: Activitatea petelor solare
Perspectiva domeniului timpului

⊡ Număr lunar de pete solare (1749–2024)
⊡ Caracter ciclic pronunt,at, vizibil cu ochiul

liber
⊡ ACF scade lent — sugerează memorie lungă

sau comportament ciclic
⊡ Totus, i: care este exact perioada? Există

cicluri multiple?

Perspectiva domeniului frecvent,ei

⊡ Periodograma relevă un vârf pronunt,at la
frecvent,a f ≈ 0,0076 cicluri/lună

⊡ Corespunde perioadei T = 1/f ≈ 131 luni ≈ 11
ani

⊡ Vârf secundar la ≈ 5,5 ani (armonică)
⊡ Răspuns imediat: „care cicluri contează?"

Observat, ie cheie: Domeniul frecvent,ei descompune variant,a pe frecvent,e, relevând componentele oscilatorii
dominante care determină seria.

TSA_ch12_sunspot
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Seria temporală a petelor solare
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⊡ Număr lunar de pete solare (1749–2024) cu ciclul solar de ≈11 ani
⊡ Amplitudinea s, i forma ciclurilor variază — sunt necesare atât metode din domeniul timpului, cât s, i din

domeniul frecvent,ei

TSA_ch12_sunspot
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Motivat, ie 7

Periodograma petelor solare
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⊡ Vârf dominant la f ≈ 0,0076 cicluri/lună ⇒ ciclul solar de 11 ani
⊡ Armonică secundară la ≈5,5 ani confirmă forma non-sinusoidală a ciclului

TSA_ch12_sunspot
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Motivat, ie 8

Reprezentarea spectrală: Imaginea de ansamblu

Două descrieri echivalente ale unui proces stat, ionar

Domeniul timpului Domeniul frecvent,ei

Statistică rezumativă Autocovariant,a γ(h) Densitatea spectrală f (ω)

Variant,a totală γ(0) = Var(Yt)

∫ π

−π
f (ω) dω

Relat, ia Pereche de transformate Fourier (Wiener–Khintchine)
Clasă de modele ARMA(p, q) Densitate spectrală rat, ională
Estimare ACF de es,antion Periodogramă / estimatori spectrali
Analiza filtrelor Convolut, ie (dificilă) Multiplicare (us,oară)

De ce să învăt,ăm ambele?

⊡ Filtrarea (extragerea trendului, ajustarea sezonieră) este multiplicare în domeniul frecvent,ei dar
convolut, ie în domeniul timpului

⊡ Densitatea spectrală oferă un rezumat vizual complet al structurii variant,ei
⊡ Unele fenomene (cicluri de afaceri, interferent,e) sunt descrise natural prin frecvent,ă

TSA_ch12_spectral_density
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Fundamentele analizei Fourier 9

Serii Fourier: Descompunerea funct, iilor periodice

Ideea fundamentală a lui Fourier
Orice funct, ie periodică g(t) cu perioada T poate fi scrisă ca:

g(t) = a0 +
∞∑
k=1

[
ak cos

(
2πkt
T

)
+ bk sin

(
2πkt
T

)]
unde coeficient, ii Fourier sunt:

a0 =
1
T

∫ T

0
g(t) dt, ak =

2
T

∫ T

0
g(t) cos

(
2πkt
T

)
dt, bk =

2
T

∫ T

0
g(t) sin

(
2πkt
T

)
dt

Terminologie cheie

⊡ Frecvent,a: fk = k/T cicluri pe unitate de timp; Frecvent,a unghiulară: ωk = 2πfk radiani pe
unitate de timp

⊡ Frecvent,a fundamentală: f1 = 1/T ; Armonice: fk = k · f1 pentru k = 2, 3, . . .
⊡ Amplitudinea: Rk =

√
a2
k + b2

k ; Faza: ϕk = arctan(bk/ak)
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Ilustrare descompunere Fourier
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Fourier Decomposition: Signal as Sum of Sine Waves

⊡ Semnal periodic complex (sus) descompus în componentele fundamentală + armonice
⊡ Fiecare rând = o componentă de frecvent,ă; suma reconstruies,te semnalul original exact

TSA_ch12_fourier
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Fundamentele analizei Fourier 11

Forma exponent, ială complexă

Formula lui Euler s, i seria Fourier complexă
Utilizând formula lui Euler e iωt = cos(ωt) + i sin(ωt), putem scrie:

g(t) =
∞∑

k=−∞
ck e

i2πkt/T , ck =
1
T

∫ T

0
g(t) e−i2πkt/T dt

unde ck = (ak − ibk )/2 pentru k > 0 s, i c−k = ck (conjugatul complex).

De ce notat, ia complexă?

⊡ Mai compactă: o singură formulă în locul termenilor separat, i sinus/cosinus
⊡ Algebric mai simplă: convolut, ia devine multiplicare
⊡ Standard în procesarea semnalelor, fizică s, i analiza modernă a seriilor de timp

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp



Fundamentele analizei Fourier 12

Teorema lui Parseval (Conservarea energiei)

Energia totală este conservată între reprezentări

1
T

∫ T

0
|g(t)|2 dt =

∞∑
k=−∞

|ck |2

Fiecare |ck |2 măsoară contribut, ia frecvent,ei k/T la variant,a totală.

Implicat, ie

⊡ Energia din domeniul timpului = energia din domeniul frecvent,ei
⊡ Acesta este fundamentul descompunerii spectrale a variant,ei
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Fundamentele analizei Fourier 13

Transformata Fourier Discretă (DFT)

De la continuu la discret
Fie date n observat, ii y1, y2, . . . , yn; DFT este:

J(ωj ) =
1
√
n

n∑
t=1

yt e
−iωj t , ωj =

2πj
n
, j = 0, 1, . . . , n − 1

Frecvent,ele ωj se numesc frecvent,e Fourier sau frecvent,e fundamentale.

Proprietăt, i cheie ale DFT

⊡ Ortogonalitate:
∑n

t=1 e
i(ωj−ωk )t = n · 1j=k — frecvent,ele sunt ortogonale

⊡ Inversabilitate: yt =
1√
n

∑n−1
j=0 J(ωj) e

iωj t — reconstruct, ie perfectă
⊡ Frecvent,a Nyquist: ωn/2 = π — cea mai mare frecvent,ă detectabilă (≥ 2 obs. per ciclu)

Transformata Fourier Rapidă (FFT)

⊡ DFT naivă: O(n2) operat, ii. FFT (Cooley–Tukey, 1965): O(n log n)
⊡ Unul dintre cele mai importante algoritme ale secolului XX

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp



Fundamentele analizei Fourier 14

Aliasing s, i frecvent,a Nyquist

Teorema es,antionării (Shannon–Nyquist)
Un semnal continuu cu frecvent,a maximă fmax poate fi reconstruit perfect din es,antioane discrete dacă rata
de es,antionare satisface:

fs > 2fmax (criteriul Nyquist)

Frecvent,a Nyquist fN = fs/2 este cea mai mare frecvent,ă detectabilă.

Aliasing: efectele subes,antionării

⊡ Dacă un semnal cont, ine frecvent,e peste fN , acestea sunt „repliate" s, i apar ca frecvent,e mai joase
⊡ Exemplu: date zilnice (fs = 1/zi, fN = 0,5/zi). Un ciclu intra-zilnic la 0,7 cicluri/zi apare ca 0,3

cicluri/zi
⊡ Aliasing-ul este ireversibil — odată ce datele sunt es,antionate, frecvent,ele repliate nu pot fi

separate

Implicat, ii practice

⊡ Date lunare: fN = 0,5 cicluri/lună ⇒ cicluri ≥ 2 luni. Date trimestriale: cicluri ≥ 6 luni.

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Ilustrare Aliasing
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Aliasing: Two Different Frequencies Appear Identical at Sample Points

True signal (3 Hz) Aliased signal (7 Hz) Sample points (fs=10 Hz)

⊡ Sinusoidă de frecvent,ă înaltă (punctată) es,antionată prea rar ⇒ indistinguibilă de alias-ul de frecvent,ă
joasă (continuă)

⊡ Filtrele anti-aliasing trebuie aplicate înainte de es,antionare pentru a preveni distorsiunea ireversibilă
TSA_ch12_aliasing
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Rezumat sect, iune: Analiza Fourier

Concepte cheie

⊡ DFT descompune o serie în sinusoide ortogonale la frecvent,ele ωj = 2πj/n

⊡ Teorema lui Parseval: energia totală se conservă între domenii

⊡ Aliasing: frecvent,ele de deasupra ωN = π sunt aliate — es,antionat, i la ≥ 2fmax

⊡ Urmează: Cum se estimează densitatea spectrală din date

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp



Periodograma 17

Definit, ie s, i interpretare

Definit, ie 1 (Periodograma)
Periodograma seriei {yt}nt=1 la frecvent,a ωj = 2πj/n este:

I (ωj ) = |J(ωj )|2 =
1
n

∣∣∣∣∣
n∑

t=1

yt e
−iωj t

∣∣∣∣∣
2

Echivalent, în formă trigonometrică:
I (ωj ) =

n

2

(
â2
j + b̂2

j

)
unde âj =

2
n

∑
t yt cos(ωj t) s, i b̂j = 2

n

∑
t yt sin(ωj t).

Interpretare

⊡ I (ωj) măsoară contribut, ia frecvent,ei ωj la variant,a totală a es,antionului
⊡ I (ωj) mare ⇒ oscilat, ie puternică la perioada Tj = 2π/ωj = n/j

⊡ Periodograma descompune variant,a: 1
n

∑n
t=1(yt − ȳ)2 =

∑⌊n/2⌋
j=1 I (ωj) (până la constante)

TSA_ch12_periodogram
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Periodograma s, i autocovariant,a es,antionului
Teoremă 1 (Relat, ia periodogramă–autocovariant,ă)
Periodograma este transformata Fourier a funct, iei de autocovariant,ă a es,antionului:

I (ω) =

n−1∑
h=−(n−1)

γ̂(h) e−iωh

unde γ̂(h) = 1
n

∑n−|h|
t=1 (yt − ȳ)(yt+|h| − ȳ) este autocovariant,a es,antionului la lag-ul h.

Analogul de es,antion al teoremei Wiener–Khintchine

⊡ Populat, ie: f (ω) = 1
2π

∑∞
h=−∞ γ(h) e−iωh (densitate spectrală)

⊡ Es,antion: I (ω) =
∑

h γ̂(h) e
−iωh (periodogramă)

⊡ Periodograma este un estimator natural al densităt, ii spectrale — dar este oare unul bun?

Atent, ie: Periodograma este inconsistentă!

⊡ E[I (ωj)] → f (ω) când n → ∞ (asimptotic nedeplasată)
⊡ Dar Var[I (ωj)] ̸→ 0 — variant,a nu scade cu mai multe date!

TSA_ch12_periodogram
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Citirea periodogramei: Tipare comune

Semnăturile spectrale ale proceselor comune
Proces Forma spectrală Tiparul periodogramei

Zgomot alb Plat: f (ω) = σ2/(2π) Aproximativ uniform, fără vârfuri
AR(1), ϕ > 0 Vârf la ω = 0, descrescător Valori mari la frecvent,e joase
AR(1), ϕ < 0 Vârf la ω = π, descrescător Valori mari la frecvent,e înalte
AR(2), rădăcini complexe Vârf la frecvent,a ciclică Vârf atenuat la frecvent,a ciclică
Mers aleator f (ω) ∝ ω−2 Dominant,ă puternică la frecvent,e joase
Sezonier (s = 12) Vârfuri la ω = 2πk/12 Vârfuri ascut, ite la armonicele sezoniere

Regulă practică

⊡ Spectru ros,u (putere concentrată la ω mic): dominat de trend, autocorelat pozitiv
⊡ Spectru albastru (putere concentrată la ω mare): dominat de zgomot, autocorelat negativ
⊡ Vârfuri ascut, ite: componente periodice deterministe sau cvasi-deterministe
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Galerie densitate spectrală
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Spectral Density Gallery: Four Processes

⊡ Zgomot alb: plat; AR(1) ϕ > 0: spectru ros,u; AR(1) ϕ < 0: spectru albastru
⊡ AR(2) cu rădăcini complexe: vârf la frecvent,a ciclică; sezonier: vârfuri ascut, ite la armonice

TSA_ch12_spectral_density
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Proprietăt, ile statistice ale periodogramei

Distribut, ia asimptotică (proces gaussian)
Pentru un proces gaussian stat, ionar cu densitate spectrală f (ω):

2 I (ωj )

f (ωj )

d−→ χ2
2 pentru 0 < ωj < π

⊡ E[I (ωj)] ≈ f (ωj) — aproximativ nedeplasată
⊡ Var[I (ωj)] ≈ f (ωj)

2 — variant,a este egală cu media la pătrat!
⊡ Valorile periodogramei la frecvent,e Fourier diferite sunt asimptotic independente

Problema inconsistent,ei

⊡ Coeficientul de variat, ie CV = SD/Media = 1 indiferent de dimensiunea es,antionului
⊡ Adăugarea mai multor date adaugă mai multe frecvent,e dar nu reduce zgomotul la nicio frecvent,ă
⊡ Periodograma brută nu este un estimator consistent al densităt, ii spectrale
⊡ Solut, ie: netezirea periodogramei (Sect, iunea 5)
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Ilustrare inconsistent,ă periodogramă

Rezultat cheie: Distribut, ia periodogramei
⊡ Pentru n mare, la frecvent,e non-zero s, i non-Nyquist: I (ωj)

d
≈ f (ωj) · χ2

2/2
⊡ Var[I (ωj)] ≈ f (ωj)

2 — nu scade pe măsură ce n → ∞: periodograma este inconsistentă
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TSA_ch12_periodogram
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Testul Fisher pentru periodicităt, i ascunse

Acel vârf este real sau doar zgomot?
Fisher (1929) a propus testarea H0: seria este zgomot alb contra H1: există o periodicitate ascunsă.
Statistica de test este:

g =
maxj I (ωj )∑⌊n/2⌋
j=1 I (ωj )

Sub H0, distribut, ia exactă a lui g este cunoscută. Pentru n mare:

P(g > x) ≈ m(1 − x)m−1 −
(m

2

)
(1 − 2x)m−1

+ + · · ·

unde m = ⌊n/2⌋ s, i (a)+ = max(a, 0).

Interpretare

⊡ Dacă cea mai mare valoare a periodogramei depăs,es,te semnificativ pragul as,teptat sub ipoteza de
zgomot alb, se respinge H0

⊡ Poate fi aplicat iterativ: se elimină frecvent,a detectată, se testează din nou
⊡ Alternativă modernă: testarea frecvent,elor individuale folosind distribut, ia χ2

2
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Funct, ia de densitate spectrală 24

Definit, ia s, i teorema Wiener–Khintchine

Teoremă 2 (Teorema Wiener–Khintchine)
Fie {Yt} un proces slab stat, ionar cu funct, ia de autocovariant,ă γ(h) satisfăcând

∑∞
h=−∞ |γ(h)| <∞. Atunci

funct, ia de densitate spectrală (FDS) există s, i este dată de:

f (ω) =
1
2π

∞∑
h=−∞

γ(h) e−iωh, −π ≤ ω ≤ π

Relat, ia inversă este:

γ(h) =

∫ π

−π
f (ω) e iωh dω

Proprietăt, ile densităt, ii spectrale

⊡ f (ω) ≥ 0 pentru orice ω (non-negativă — reprezintă contribut, ia la variant,ă)
⊡ f (ω) = f (−ω) (simetrică pentru procese cu valori reale)
⊡ γ(0) = Var(Yt) =

∫ π

−π
f (ω) dω (variant,a totală = aria sub f )

⊡ f este periodică cu perioada 2π, deci avem nevoie doar de ω ∈ [−π, π] sau [0, π]

TSA_ch12_spectral_density
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Densitatea spectrală: Zgomot alb s, i AR(1)

Zgomot alb: Yt = εt , εt ∼ WN(0, σ2)

γ(h) = σ21h=0 =⇒ f (ω) =
σ2

2π
(plat — putere egală la toate frecvent,ele)

Densitatea spectrală este constantă: zgomotul alb contribuie egal la orice frecvent,ă.

AR(1): Yt = ϕYt−1 + εt

f (ω) =
σ2

2π
·

1
|1 − ϕe−iω |2

=
σ2

2π(1 − 2ϕ cosω + ϕ2)

⊡ ϕ > 0: spectru ros,u — vârf la ω = 0, putere concentrată la frecvent,e joase (similar tendint,elor)
⊡ ϕ < 0: spectru albastru — vârf la ω = π, putere la frecvent,e înalte (oscilatoriu)
⊡ |ϕ| → 1: spectrul devine mai concentrat, apropiindu-se de un impuls
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Densitatea spectrală: MA(1) s, i ARMA general

MA(1): Yt = εt + θεt−1

f (ω) =
σ2

2π
· |1 + θe−iω |2 =

σ2

2π
(1 + 2θ cosω + θ2)

⊡ θ > 0: mai multă putere la frecvent,e joase; θ < 0: mai multă putere la frecvent,e înalte
⊡ Forma spectrală este o modulare cosinusoidală simplă a spectrului de zgomot alb

ARMA(p, q) general: ϕ(B)Yt = θ(B)εt

f (ω) =
σ2

2π
·
|θ(e−iω)|2

|ϕ(e−iω)|2
(densitate spectrală rat, ională)

⊡ Polii AR ⇒ vârfuri în spectru; zerourile MA ⇒ minime (zerouri spectrale)
⊡ Forma rat, ională face estimarea spectrală parametrică naturală pentru procese ARMA
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Galerie densitate spectrală: Comparat, ie vizuală
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Spectral Density Gallery: Four Processes

⊡ Zgomot alb, AR(1) (ϕ = 0,9), AR(1) (ϕ = −0,7), AR(2) s, i procese sezoniere
⊡ Structura de autocorelat, ie a fiecărui model se traduce într-o formă spectrală distinctivă

TSA_ch12_spectral_density
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Teorema reprezentării spectrale

Teoremă 3 (Reprezentarea spectrală / Reprezentarea Cramér)
Orice proces slab stat, ionar {Yt} cu E[Yt ] = 0 poate fi reprezentat ca:

Yt =

∫ π

−π
e iωt dZ(ω)

unde Z(ω) este un proces cu incrementuri ortogonale satisfăcând:
⊡ E[dZ(ω)] = 0
⊡ E[|dZ(ω)|2] = dF (ω) unde F (ω) este funct, ia de distribut, ie spectrală
⊡ E[dZ(ω1) dZ(ω2)] = 0 pentru ω1 ̸= ω2

Interpretare

⊡ Orice proces stat, ionar este o superpozit, ie de oscilat, ii necorelate la diferite frecvent,e
⊡ dZ(ω) dă amplitudinea s, i faza (aleatoare) la frecvent,a ω
⊡ Densitatea spectrală f (ω) = dF (ω)/dω măsoară variant,a pe unitate de frecvent,ă
⊡ Acesta este analogul în domeniul frecvent,ei al descompunerii Wold
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Problema estimării

Obiectiv: Estimarea lui f (ω) din date

⊡ Avem nevoie de un estimator consistent: atât biasul → 0, cât s, i variant,a → 0 când n → ∞.
Două abordări principale:

Metode neparametrice

⊡ Netezesc periodograma brută
⊡ Fără ipoteze de model
⊡ Fereastră lag (Blackman–Tukey)
⊡ Mediere pe segmente (Bartlett, Welch)
⊡ Multitaper (Thomson)
⊡ Controlul compromisului bias-variant,ă prin

alegerea bandwidth-ului

Metode parametrice

⊡ Se ajustează un model, se derivă densitatea
spectrală

⊡ Presupune o formă specifică de model
⊡ Estimare spectrală AR
⊡ Rezolut, ie mai mare pentru serii scurte
⊡ Risc de specificare gres, ită
⊡ AIC/BIC pentru select, ia modelului

Observat, ie cheie: Estimarea spectrală consistentă necesită sacrificarea rezolut, iei în frecvent,ă — nu putem avea simultan
rezolut, ie perfectă s, i variant,ă mică.

TSA_ch12_estimation
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Periodograma netezită (Nucleul Daniell)

Ideea: Medierea valorilor periodogramei vecine
Periodograma netezită la frecvent,a ω este:

f̂ (ω) =
m∑

k=−m

wk I (ω + ωk )

unde {wk} sunt ponderi non-negative cu sumă 1, iar m este parametrul de bandwidth. Cea mai simplă
alegere este nucleul Daniell (uniform): wk = 1/(2m + 1) pentru |k| ≤ m. Grade de libertate echivalente:
ν ≈ 2(2m + 1).

Alegerea bandwidth-ului: Compromisul fundamental

⊡ m mic: bias mic, variant,ă mare (aproape de periodograma brută)
⊡ m mare: variant,ă mică, bias mare (supra-netezit, vârfurile sunt estompate)
⊡ Aproximativ f̂ (ω) ∼ f (ω) · χ2

ν/ν
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Comparat, ie netezire
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Welch (50% overlap)
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True spectrum

⊡ Periodograma brută vs. estimări netezite Daniell cu bandwidth m = 3, 8, 20
⊡ Bandwidth-ul mai larg reduce variant,a dar estompează vârfurile — compromisul bias-variant,ă

TSA_ch12_smoothing
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Estimarea Blackman–Tukey (fereastră lag)

Alternativă: Ponderarea autocovariant,elor
În loc de netezire în domeniul frecvent,ei, se aplică o fereastră pe autocovariant,ele es,antionului:

f̂ (ω) =
1
2π

M−1∑
h=−(M−1)

w(h/M) γ̂(h) e−iωh

unde w(·) este o fereastră lag (nucleu) s, i M este punctul de trunchiere.

Ferestre lag comune
Fereastră Formula w(x), |x| ≤ 1 Proprietăt,i

Bartlett (triunghi) 1 − |x| Simplă, spectru non-negativ
Parzen 1 − 6x2 + 6|x|3 pt. |x| ≤ 1/2, altfel 2(1 − |x|)3 Netedă, non-negativă
Tukey–Hanning 1

2 (1 + cos(πx)) Rezolut,ie bună
Bartlett–Priestley 3

(πx)2

(
sin(πx)

πx
− cos(πx)

)
Optimală pt. spectre netede

Alegerea lui M

⊡ Regulă practică: M ≈ 2
√
n. Validare încrucis,ată sau selectori plug-in pentru alegere automată.
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Ilustrare ferestre lag
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Common Lag Windows (M = 50)

Bartlett Parzen Tukey Hanning

⊡ Ferestrele lag Bartlett, Parzen, Tukey–Hanning s, i Bartlett–Priestley (stânga) s, i ferestrele spectrale
(dreapta)

⊡ Ferestre lag mai netede ⇒ estimări spectrale mai stabile cu valori non-negative
TSA_ch12_lag_windows
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Metoda Welch (medierea pe segmente)

Ideea: Împărt, ire s, i mediere

Welch (1967): împărt, irea seriei în K segmente suprapuse de lungime L, aplicarea unei ferestre (ex. Hanning)
pe fiecare, calcularea periodogramei fiecărui segment, apoi medierea: f̂Welch(ω) =

1
K

∑K
k=1 I

(k)(ω)

Avantaje

⊡ Variant,a redusă cu factorul ≈ 1/K
⊡ Ferestrele reduc scurgerea spectrală
⊡ Suprapunere de 50% este standard

Compromis

⊡ Rezolut, ie în frecvent,ă ∆f = 1/L
⊡ Segmente mai scurte ⇒ rezolut, ie mai slabă
⊡ Segmente mai lungi ⇒ mai put, ine medieri
⊡ Tipic: L = n/4 până la n/8 cu suprapunere

50%
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Estimarea spectrală Multitaper

Metoda Multitaper a lui Thomson (1982)
În loc de o singură fereastră, se folosesc K ferestre ortogonale {hk (t)}K−1

k=0 :

f̂MT(ω) =
1
K

K−1∑
k=0

∣∣∣∣∣
n∑

t=1

hk (t) yt e
−iωt

∣∣∣∣∣
2

Ferestrele sunt secvent,e sferoidale prolate discrete (DPSS / secvent,e Slepian), care concentrează optim
energia în banda de frecvent,ă [−W ,W ].

De ce Multitaper este superioară

⊡ Utilizează toate datele (fără segmentare) — rezolut, ie maximă în frecvent,ă
⊡ K ferestre ortogonale furnizează K estimări spectrale aproximativ independente
⊡ Compromis bias-variant,ă aproape optim controlat de bandwidth W ; K = 2nW − 1
⊡ NW = 3–4 este standard (K = 5–8). Python: scipy.signal.windows.dpss()

TSA_ch12_multitaper
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Ferestre DPSS Multitaper
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⊡ Primele ferestre DPSS (Slepian) pentru NW = 4; fiecare fereastră succesivă are o trecere prin zero
suplimentară

⊡ Împreună furnizează estimări spectrale aproape independente concentrate în [−W ,W ]

TSA_ch12_multitaper
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Estimarea spectrală parametrică

Estimarea spectrală bazată pe AR
Dacă ajustăm un model AR(p): Yt =

∑p
k=1 ϕ̂kYt−k + εt , densitatea spectrală este:

f̂AR(ω) =
σ̂2

2π |1 − ϕ̂1e−iω − · · · − ϕ̂pe−ipω |2

Avantaje

⊡ Rezolut, ie înaltă chiar pentru serii scurte
⊡ Estimare netedă (fără fluctuat, ii eratice)
⊡ Poate rezolva vârfuri apropiate
⊡ Algoritm Yule–Walker sau Burg

Dezavantaje

⊡ Presupune că modelul AR este corect
⊡ Poate rata caracteristici necaptate de AR
⊡ Select, ia ordinului p este critică (AIC, BIC)
⊡ Nu poate reprezenta zerouri spectrale ascut, ite

Recomandare practică: Utilizat, i estimarea spectrală AR pentru serii scurte (n < 100) s, i când procesul subiacent este
presupus a fi autoregresiv. Folosit, i metode neparametrice pentru serii mai lungi sau când forma
spectrală este necunoscută.
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Comparat, ia metodelor de estimare spectrală
Rezumatul comparativ al metodelor

Metoda Rezolut,ie Variant,ă Ipoteze Optim pentru

Periodogramă brută Cea mai mare Cea mai mare Niciuna Explorare init,ială
Netezire Daniell Medie Medie f local netedă Estimare rapidă
Blackman–Tukey Medie Mică–medie f netedă Analiză clasică
Metoda Welch Mică–medie Mică Local stat,ionare Serii lungi, timp real
Multitaper Medie–mare Mică Niciuna Standard de aur
AR parametric Foarte mare Foarte mică Model AR corect Serii scurte

Flux de lucru practic

1. Reprezentat, i periodograma brută (pe scală logaritmică) pentru explorare init, ială
2. Aplicat, i estimarea multitaper pentru analiza principală
3. Verificat, i cu estimarea spectrală AR dacă vârfurile necesită rezolut, ie mai mare
4. Folosit, i intervale de încredere: f̂ (ω) · χ2

ν/ν cu ν grade de libertate efective
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Comparat, ie estimare spectrală
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⊡ S, ase metode de estimare aplicate aceleias, i serii AR(2) pentru comparat, ie directă
⊡ Multitaper obt, ine cel mai bun echilibru rezolut, ie-variant,ă dintre metodele neparametrice

TSA_ch12_estimation
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Rezumat sect, iune: Estimarea spectrală

Comparat, ie estimatori

⊡ Periodograma: nedeplasată, inconsistentă — variant,ă ridicată
⊡ Netezită (Daniell/BT): compromis bias–variant,ă prin lăt, imea de bandă M

⊡ Welch: reduce variant,a prin medierea pe segmente; rezolut, ie mai mică
⊡ Multitaper: optim bias–variant,ă via tapere DPSS; preferată în practică
⊡ Parametrică: eficientă dacă modelul este corect; sensibilă la specificare gres, ită
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Procese cu Memorie Lungă
ARFIMA s, i comportamentul spectral în vecinătatea originii
Un proces ARFIMA(p, d , q) cu parametrul de diferent, iere fract, ionară d ∈ (−0,5; 0,5):

ϕ(B)(1 − B)dYt = θ(B)εt

are densitatea spectrală care satisface:

f (ω) ∼ Cf |ω|−2d când ω → 0

Pentru 0 < d < 0,5: memorie lungă — spectrul diverge la origine (putere nelimitată la frecvent,e joase).

Legătura cu exponentul Hurst

⊡ Exponentul Hurst: H = d + 1/2, deci H > 1/2 indică memorie lungă
⊡ Autocovariant,ele descresc hiperbolic: γ(h) ∼ C |h|2d−1 (nesumabile pentru d > 0)
⊡ Teorema Wiener–Khintchine se aplică în continuare, dar spectrul este nemărginit la ω = 0

Exemple în economie s, i finant,e

⊡ Volatilitate realizată (d ≈ 0,4), persistent,a inflat, iei, spread-uri ale ratelor dobânzii, volum tranzact, ionat.

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp



Memorie lungă s, i spectrul 42

Estimatori spectrali de regresie ai lui d
Estimatorul GPH (Geweke & Porter-Hudak, 1983)
Regresat, i log I (ωj ) fat,ă de log |2 sin(ωj/2)|2 la cele mai mici m frecvent,e Fourier:

log I (ωj ) = β0 − d · log
(
4 sin2(ωj/2)

)
+ εj , j = 1, . . . ,m

unde m = nα cu α ∈ (0, 1), de regulă α = 0,5–0,8.
⊡ Regresie simplă pe log-periodogramă; consistent dar ineficient
⊡ d̂GPH

d−→ N(d , π2/(24m)) în condit, ii de regularitate

Estimatorul Local Whittle (Robinson, 1995)
Maximizează funct, ia de verosimilitate locală Whittle la cele m frecvent,e inferioare:

d̂LW = argmin
d

log
 1

m

m∑
j=1

I (ωj )

ω−2d
j

−
2d
m

m∑
j=1

logωj


⊡ Mai eficient decât GPH;

√
m(d̂LW − d)

d−→ N(0, 1/4)
⊡ Versiuni extinse: Local Whittle exact (Shimotsu & Phillips, 2005) tratează nestationaritatea
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Estimarea prin funct, ia de verosimilitate Whittle

Funct, ia de verosimilitate Whittle
Pentru un model spectral parametric fθ(ω), aproximarea log-verosimilităt, ii Whittle este:

ℓW (θ) = −
⌊n/2⌋∑
j=1

[
log fθ(ωj ) +

I (ωj )

fθ(ωj )

]
, θ̂W = argmax

θ
ℓW (θ)

Proprietăt, i asimptotice

⊡
√
n(θ̂W − θ0)

d−→ N(0,Σ−1) unde Σ = 1
4π

∫ π

−π

(
∂ log fθ

∂θ

)(
∂ log fθ

∂θ

)⊤
dω

⊡ Asimptotic echivalent cu MLE gaussian în domeniul timpului

Avantaje fat,ă de MLE în domeniul timpului

⊡ Calcul: O(n log n) fat,ă de O(n2) pentru verosimilitatea exactă în domeniul timpului
⊡ Robustet,e: necesită doar specificarea corectă a spectrului, nu ipoteze complete de distribut, ie
⊡ Modularitate: direct aplicabil pentru ARFIMA sau modele cu structuri spectrale complexe
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Memorie lungă: Aplicat, ie practică

Exemplu: Persistent,a volatilităt, ii financiare

⊡ Volatilitatea realizată a randamentelor bursiere prezintă memorie lungă cu d ≈ 0,35–0,45
⊡ Spectrul diverge în vecinătatea ω = 0: revenire la medie extrem de lentă
⊡ Modelele ARMA standard necesită un ordin p foarte ridicat pentru a aproxima acest

comportament
⊡ ARFIMA surprinde aceleas, i dinamici parsimonios cu un singur parametru d

Flux de lucru practic

1. Reprezentat, i log-periodograma: dacă este aproximativ liniară lângă origine, suspectat, i memorie
lungă

2. Estimat, i d prin GPH s, i Local Whittle; comparat, i pentru robustet,e
3. Ajustat, i ARFIMA(p, d , q); comparat, i AIC/BIC cu ARMA standard
4. Folosit, i verosimilitatea Whittle pentru estimare parametrică eficientă

Atent, ie: Rupturi structurale s, i tendint,e deterministe pot imita memoria lungă în periodogramă — testat, i
întotdeauna ambele ipoteze (Qu, 2011; Shimotsu, 2006).

TSA_ch12_long_memory
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Analiza spectrală bivariată

De la univariat la bivariat
Pentru două procese conjunct stat, ionare {Xt} s, i {Yt}, densitatea cross-spectrală este:

fXY (ω) =
1
2π

∞∑
h=−∞

γXY (h) e−iωh

unde γXY (h) = Cov(Xt+h,Yt) este funct, ia de cross-covariant,ă.

Diferent,a fat,ă de cazul univariat

⊡ fXY (ω) este cu valori complexe: fXY (ω) = cXY (ω)− i qXY (ω)
⊡ cXY (ω): co-spectrul (co-mis,care în fază la frecvent,a ω)
⊡ qXY (ω): spectrul de cuadratură (co-mis,care defazată)
⊡ Acestea sunt mai greu de interpretat direct ⇒ se folosesc măsurile derivate
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Coerent,a pătratică

Coerent,a pătratică: R2 în domeniul frecvent,ei

κ2
XY (ω) =

|fXY (ω)|2

fX (ω) fY (ω)
, 0 ≤ κ2

XY (ω) ≤ 1

Interpretare

⊡ Măsoară tăria asocierii liniare între X s, i Y la frecvent,a ω
⊡ κ2 = 1: relat, ie liniară perfectă la această frecvent,ă; κ2 = 0: nicio relat, ie
⊡ Analog al R2 din regresie, dar specific frecvent,ei
⊡ Spre deosebire de corelat, ia în domeniul timpului, coerent,a poate arăta că două serii sunt puternic

legate la frecvent,ele ciclului de afaceri dar necorelate la frecvent,e mai înalte

Estimare

⊡ Cross-periodograma brută dă κ̂2 = 1 peste tot — trebuie netezită în prealabil
⊡ Se folosesc estimat, ii cross-spectrale cu multitaper sau netezire prin nuclee

TSA_ch12_coherence
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Spectrul de fază s, i câs,tigul
Spectrul de fază

ϕXY (ω) = arctan

(
−qXY (ω)

cXY (ω)

)

⊡ Avans/întârziere între X s, i Y la frecvent,a ω
⊡ ϕ > 0: X conduce Y
⊡ Decalaj temporal: τ(ω) = ϕ(ω)/ω
⊡ Faza are sens doar unde coerent,a este

semnificativă

Câs,tigul (raportul de amplitudine)

GXY (ω) =
|fXY (ω)|
fX (ω)

⊡ Măsoară cât de mult frecvent,a ω din X este
amplificată sau atenuată în Y

⊡ Dacă Y = βX + ε, câs,tigul este |β| la toate
frecvent,ele

⊡ Util pentru evaluarea transmisiei dependente de
frecvent,ă

Împreună: Coerent,a vă spune cât de puternic sunt legate două serii la fiecare frecvent,ă, faza vă spune care
conduce, iar câs,tigul vă spune cu cât sunt amplificate oscilat, iile.

TSA_ch12_coherence
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Faza: Exemplu numeric

Configurat, ie

⊡ Fie Yt = Xt−2 + εt (relat, ie de decalaj pur de 2
perioade)

⊡ Cross-spectrul: SXY (ω) = e−2iωSXX (ω)

⊡ Faza: ϕ(ω) = −2ω

Interpretare

⊡ La ω = π/4 (ciclu de 8 perioade): ϕ = −π/2
(sfert de ciclu)

⊡ La ω = π/8 (ciclu de 16 perioade): ϕ = −π/4
(optime de ciclu)

⊡ Panta fazei = dϕ/dω = −2 dă decalajul de grup
(în perioade)

Concluzie cheie

⊡ Fază negativă ⇒ Y urmează X (întârziere)
⊡ Fază pozitivă ⇒ Y precede X (avans)
⊡ Faza = −ωk înseamnă k-perioade decalaj la toate

frecvent,ele
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Exemplu coerent,ă
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⊡ Coerent,a pătratică, spectrul de fază s, i câs,tigul între două serii economice simulate
⊡ Coerent,ă ridicată la frecvent,ele ciclului de afaceri (6–32 trimestre) cu fază ≈ 0 ⇒ co-mis,care

sincronizată
TSA_ch12_coherence
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Analiza cross-spectrală: Aplicat, ii economice

Aplicat, ia 1: Sincronizarea ciclurilor de afaceri

⊡ Coerent,a între PIB-ul a două t,ări la frecvent,ele ciclului de afaceri (ω corespunzând la 6–32
trimestre)

⊡ Coerent,ă ridicată ⇒ cicluri de afaceri sincronizate (relevant pentru uniunea monetară)
⊡ Faza ⇒ care t,ară conduce/urmează

Aplicat, ia 2: Indicatori avansat, i

⊡ Coerent,a s, i faza între un indicator avansat (ex. panta curbei randamentelor) s, i PIB
⊡ Dacă coerent,a ridicată + fază pozitivă, indicatorul chiar „conduce"

Aplicat, ia 3: Transmisia politicii monetare

⊡ Coerent,a între rata de politică s, i inflat, ie: poate fi ridicată la frecvent,e joase dar scăzută la
frecvent,e înalte

⊡ Faza dezvăluie întârzierea transmisiei la fiecare frecvent,ă
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Filtre liniare s, i funct, ii de transfer I

Un filtru liniar
Un filtru liniar invariant în timp transformă {Xt} în {Yt}:

Yt =
∞∑

j=−∞
aj Xt−j = A(B)Xt

Funct, ia de răspuns în frecvent,ă (funct, ia de transfer) este:

A(ω) =
∞∑

j=−∞
aj e

−iωj

Rezultatul fundamental: Filtrarea = Multiplicare
Dacă Xt are densitate spectrală fX (ω), atunci Yt = A(B)Xt are densitate spectrală:

fY (ω) = |A(ω)|2 · fX (ω)

Un filtru multiplică spectrul cu câs,tigul său pătratic — de aceea domeniul frecvent,ei face analiza filtrelor
trivială!
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Filtre liniare s, i funct, ii de transfer II

Exemple clasice de filtre

⊡ Prima diferent,ă (1 − B): |A(ω)|2 = 4 sin2(ω/2)
⇒ amplifică frecvent,ele înalte, elimină ω = 0 (elimină trendul)

⊡ Media mobilă de ordin m: |A(ω)|2 =

(
sin(mω/2)
m sin(ω/2)

)2

⇒ filtru trece-jos (lasă componentele lente, elimină oscilat, iile rapide)
⊡ Diferent,a sezonieră (1 − B12): vârfuri ale |A(ω)|2 = 0 la armonicele sezoniere

⇒ elimină tiparul sezonier lunar

Filtrul band-pass ideal
Lasă să treacă frecvent,ele din [ωL, ωH ] s, i blochează restul:

A(ω) =

{
1 dacă ωL ≤ |ω| ≤ ωH

0 altfel
aj =

sin(ωH j)− sin(ωLj)

πj

Problemă: necesită infinit de multe avansuri/întârzieri ⇒ trebuie trunchiat în practică.
TSA_ch12_filters
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Funct, ii de transfer ale filtrelor
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⊡ Câs,tigul pătratic |A(ω)|2 pentru patru filtre: prima diferent,ă, MA pe 12 luni, band-pass ideal, ciclul HP
⊡ Selectivitatea în frecvent,ă a fiecărui filtru este imediat vizibilă în domeniul frecvent,ei

TSA_ch12_filters
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Filtrele Baxter–King s, i Christiano–Fitzgerald

Filtrul Baxter–King (BK) (1999)

⊡ Aproximare simetrică, de lungime fixă a filtrului band-pass ideal
⊡ Utilizează K avansuri s, i întârzieri (de obicei K = 12 pentru date trimestriale)
⊡ Coeficient, i: filtru ideal trunchiat + constrâns să aibă suma zero (elimină trendul)
⊡ Dezavantaj: pierde K observat, ii la fiecare capăt al seriei

Filtrul Christiano–Fitzgerald (CF) (2003)

⊡ Filtru asimetric, variabil în timp — utilizează toate observat, iile (fără pierdere de date)
⊡ Aproximare optimală sub ipoteza că Xt este un mers aleator
⊡ Ponderile filtrului se adaptează la capetele seriei
⊡ În general preferat fat,ă de BK pentru majoritatea aplicat, iilor economice

Filtrul HP: (λ = 1600): filtru trece-sus cu |AHP(ω)|2 = 4λ(1−cosω)2

1+4λ(1−cosω)2 , lasă să treacă cicluri < 32 trimestre.
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Funct, ii de transfer HP, BK s, i CF
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⊡ Ciclul HP (λ=1600), BK band-pass (K=12, 6–32 trim.) s, i filtrul CF pe date trimestriale
⊡ T, inta ideală band-pass (gri) arată cât de bine aproximează fiecare filtru idealul
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Filtrul HP: Perspective critice

⊡ Critica Hamilton (2018): filtrul HP introduce cicluri false care nu există în date
▶ Seria filtrată are o structură ARMA(4,4) indiferent de DGP-ul original
▶ Alternativă propusă: detrendare bazată pe regresie

⊡ Efectul de capăt: estimările la marginile es,antionului sunt nesigure
▶ Filtrul HP este un filtru bilateral; capetele utilizează ponderi asimetrice
▶ Ultimii 2–3 ani de estimări trebuie interpretat, i cu prudent,ă

⊡ Sensibilitate la λ: rezultatele depind puternic de parametrul de netezire
▶ λ = 1600 (trimestrial) este o convent, ie, nu un optim universal
▶ Filtrele BK s, i CF sunt mai put, in sensibile la alegerea lăt, imii de bandă

⊡ Recomandare practică: utilizat, i HP ca unul dintre mai multe instrumente; comparat, i întotdeauna cu
BK/CF
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Scurgerea spectrală s, i ponderarea datelor

Problema scurgerii spectrale

⊡ Calculul DFT presupune implicit că datele sunt periodice (se „înfăs,oară")
⊡ Dacă seria nu începe s, i nu se termină la aceeas, i valoare, aceasta creează discontinuităt, i
⊡ Energia de la vârfurile spectrale puternice „se scurge" în frecvent,ele vecine
⊡ Rezultat: periodograma arată humps largi în loc de vârfuri ascut, ite

Solut, ie: Ponderarea datelor (aplicarea ferestrei)
Se aplică o pondere {dt} care aduce lin datele la zero la ambele capete:

yponderat
t = dt · yt , unde d1 ≈ dn ≈ 0, dn/2 ≈ 1

Ferestre comune:

⊡ Hanning: dt = 0,5(1 − cos(2πt/n)) — bun uz general
⊡ Hamming: dt = 0,54 − 0,46 cos(2πt/n) — reducere us,or mai mică a scurgerii
⊡ Blackman: dt = 0,42 − 0,5 cos(2πt/n) + 0,08 cos(4πt/n) — excelentă suprimare
⊡ DPSS (Slepian): concentrare optimală a energiei (folosit în multitaper)
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Ilustrare scurgere spectrală
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Spectral Leakage: Effect of Tapering

⊡ Fără ponderare (stânga): scurgere severă a energiei spectrale în frecvent,ele vecine
⊡ Cu fereastră Hanning (dreapta): vârful este bine concentrat, nivelul de scurgere mult redus

TSA_ch12_leakage
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De la Fourier la Wavelets: Motivat, ie

Limitarea analizei Fourier
⊡ Analiza Fourier descompune un semnal în componente sinus/cosinus globale
⊡ Fiecare componentă de frecvent,ă se extinde pe întreaga perioadă de timp
⊡ Problemă: semnale nestat, ionare — cont, inutul de frecvent,ă se schimbă în timp!
⊡ Exemplu: volatilitatea financiară este calmă în unele perioade, turbulentă în altele

Principiul incertitudinii (Heisenberg–Gabor)

⊡ Nu putet, i avea rezolut, ie perfectă simultan în timp s, i frecvent,ă
⊡ ∆t ·∆f ≥ 1

4π (incertitudine timp-frecvent,ă)
⊡ Fourier: ∆f este minimă dar ∆t = ∞ (fără localizare în timp)
⊡ Wavelets: adaptivă — rezolut, ie bună în timp la f înaltă, rezolut, ie bună în frecvent,ă la f joasă

Wavelets: Localizate atât în timp, cât s, i în frecvent,ă

⊡ Folosesc funct, ii bază scurte, oscilatorii („wavelets") în loc de sinusoide infinite
⊡ Wavelets se întind pentru frecvent,e joase, se comprimă pentru frecvent,e înalte
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Transformata Wavelet Continuă (CWT)

Definit, ie
CWT a unui semnal x(t) în raport cu un wavelet mamă ψ(t) este:

W (a, b) =
1√
|a|

∫ ∞

−∞
x(t)ψ

(
t − b

a

)
dt

⊡ a: parametrul de scală (invers proport, ional cu frecvent,a: a mare = frecvent,ă joasă)
⊡ b: parametrul de translat, ie (localizare în timp)
⊡ |W (a, b)|2: puterea wavelet la scala a s, i momentul b

Wavelets mamă comune

⊡ Morlet: ψ(t) = π−1/4e iω0te−t2/2 (exponent, ială complexă modulată gaussian, ω0 = 6)
⊡ Pălăria mexicană: ψ(t) = (1 − t2)e−t2/2 (derivata a doua a gaussianei)
⊡ Haar: cel mai simplu wavelet — constant pe port, iuni (bun pentru detectarea salturilor)
⊡ Pentru serii de timp: Morlet este standard — echilibru bun timp/frecvent,ă

TSA_ch12_morlet
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Ilustrare wavelet Morlet
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Morlet Wavelet at Different Scales

⊡ Wavelet-ul Morlet la patru scale: scalele mai mari captează oscilat, ii de frecvent,ă joasă
⊡ Scalele mai mici captează tranzient, ii de frecvent,ă înaltă — rezolut, ie timp-frecvent,ă adaptivă

TSA_ch12_morlet
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Spectrul de putere wavelet s, i scalograma

Spectrul de putere wavelet

WPS(a, b) = |W (a, b)|2

Afis,at ca o scalogramă: o hartă termică 2D cu timpul pe axa x s, i scala (perioada) pe axa y . Intensitatea
culorii = puterea.

Spectrul wavelet global
Puterea medie în timp la fiecare scală:

W
2
(a) =

1
n

n∑
b=1

|W (a, b)|2

Comparabil cu densitatea spectrală Fourier. Util
pentru identificarea periodicităt, ilor dominante.

Conul de influent,ă (COI)

⊡ Lângă capetele seriei, coeficient, ii wavelet sunt
nesiguri (efecte de margine)

⊡ COI marchează regiunea unde efectele de
margine sunt semnificative

⊡ Interpretat, i puterea doar în interiorul COI

Semnif.: Sub H0 de zgomot ros,u (AR(1)), puterea wavelet urmează χ2
2 scalată de spectrul de fundal. Contururi la

95% semnificat, ie.
TSA_ch12_scalogram
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Scalograma unei serii sintetice
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⊡ Semnal sintetic: ciclu de 4 ani (prima jumătate) + ciclu de 10 ani (a doua jumătate)
⊡ Scalograma relevă cont, inutul de frecvent,ă variabil în timp; COI (punctat) delimitează regiunea fiabilă

TSA_ch12_scalogram
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Coerent,a wavelet

Transformata cross-wavelet s, i coerent,a
Pentru două serii Xt s, i Yt cu CWT-urile WX (a, b) s, i WY (a, b):

WXY (a, b) = WX (a, b)WY (a, b) (spectrul cross-wavelet)

Coerent,a wavelet este:

R2
XY (a, b) =

|S(WXY (a, b))|2

S(|WX (a, b)|2) · S(|WY (a, b)|2)
unde S(·) este un operator de netezire atât în timp, cât s, i în scală.

Interpretare s, i aplicat, ii

⊡ R2
XY (a, b) ∈ [0, 1]: măsură variabilă în timp s, i scală a co-mis,cării

⊡ Săget, i de fază pe graficul de coerent,ă indică relat, ii de avans/întârziere
⊡ Aplicat, ie: pret,ul petrolului s, i piet,ele de act, iuni — coerent,a poate fi ridicată la frecvent,ele ciclului

în timpul crizelor dar scăzută în perioade normale
⊡ Aplicat, ie: inflat, ia s, i masa monetară — coerent,a variază între regimuri istorice

TSA_ch12_wavelet_coherence
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Coerent,a wavelet: Scalograma
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⊡ Coerent,a wavelet între două serii sintetice cu săget, i de fază
⊡ Dreapta = în fază, stânga = anti-fază, sus = prima serie conduce

TSA_ch12_wavelet_coherence

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/danpele/TSA/tree/main/TSA_ch12/TSA_ch12_wavelet_coherence


Analiza Wavelet 66

Procese local stat, ionare

Dahlhaus (1997): Un cadru pentru spectre nestat, ionare
Un proces local stat, ionar are reprezentarea:

Xt,T =

∫ π

−π
A

(
t

T
, ω

)
e iωt dZ(ω)

unde A(u, ω) este funct, ia de transfer variabilă în timp s, i Z(ω) are incrementi ortogonali. Densitatea
spectrală variabilă în timp este:

f (u, ω) = |A(u, ω)|2, u ∈ [0, 1], ω ∈ [−π, π]

Ideea cheie
⊡ La fiecare punct de timp rescalat u = t/T , procesul “arată” stat, ionar cu spectrul f (u, ω)
⊡ Generalizează reprezentarea Cramér clasică pentru a permite structuri variabile în timp
⊡ Estimare prin periodograma locală sau metode bazate pe wavelets
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Detect, ia punctelor de schimbare spectrală

Testarea stat, ionarităt, ii spectrale

⊡ H0: f (u, ω) = f (ω) pentru tot, i u (spectrul este invariant în timp)
⊡ H1: f (u, ω) se schimbă la unul sau mai multe puncte de timp (puncte de schimbare spectrală)

Abordări

⊡ CUSUM pe periodograme locale: Compararea estimărilor spectrale din sub-segmente
⊡ Teste bazate pe wavelets: Utilizarea variant,ei la fiecare scală pentru detectarea schimbărilor în

benzi de frecvent,ă specifice
⊡ Statistici de tip Kolmogorov–Smirnov: Compararea distribut, iilor spectrale între ferestre

Aplicat, ie: Detectarea regimurilor în economie

⊡ Detectarea începutului s, i sfârs, itului Marii Moderat, ii prin schimbări spectrale
⊡ Identificarea rupturilor structurale în dinamica inflat, iei sau volatilitatea financiară
⊡ Schimbări în frecvent,a sau amplitudinea ciclului de afaceri între regimuri de politică economică
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STFT vs. CWT: Legătura dintre Fourier s, i Wavelets

Transformata Fourier pe termen scurt (STFT)

⊡ Aplicat, i DFT pe segmente cu fereastră: STFT(τ, ω) =
∑

t x(t)w(t − τ) e−iωt , unde w(·) este o
fereastră de lăt, ime fixă centrată la momentul τ

STFT CWT

Fereastră Lăt,ime fixă pentru tot,i ω Adaptivă (îngustă la ω mare)
Rezolut,ie Uniformă ∆t × ∆ω Variabilă: ∆t ∝ 1/ω
Bază Sinusoide cu fereastră Wavelets scalate/deplasate
Cel mai bun pentru Semnale cu frecvent,ă stabilă Semnale cu elemente tranzitorii
Spectrogramă |STFT|2 = spectrogramă |W (a, b)|2 = scalogramă

Perspectivă practică

⊡ STFT adaugă localizare temporală analizei Fourier; CWT adaptează în plus lăt, imea ferestrei la
frecvent,ă

⊡ Pentru date economice: CWT este preferată deoarece dinamicile ciclului de afaceri s, i cele de
înaltă frecvent,ă necesită rezolut, ii diferite

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp



Analiza Wavelet 69

Fourier vs. Wavelets: Când se foloses,te fiecare
Ghid de decizie

Criteriu Fourier / Spectral Wavelet

Stat, ionaritate Necesară (sau presupusă) Nu este necesară
Localizare în timp Nu Da
Rezolut, ia în frecvent,ă Uniformă la toate ω Variază cu scala
Cel mai bun pentru Serii stat, ionare, proiectare filtre Nestat, ionare, evenimente tranzitorii
Testarea ipotezelor Bine dezvoltată (F-test, χ2) Monte Carlo, nul AR(1)
Cost computat, ional O(n log n) O(n log n) la O(n2)
Comun în Economie, procesarea semnalelor Geofizică, finant,e, climă

Recomandare practică

⊡ Folosit, i analiza Fourier/spectrală când credet, i că structura de frecvent,ă este stabilă în timp
⊡ Folosit, i wavelets când suspectat, i că structura de frecvent,ă se schimbă în timp (schimbări de

regim, cicluri în evolut, ie)
⊡ De multe ori este util să folosit, i ambele: Fourier pentru forma spectrală generală, wavelets pentru

comportamentul variabil în timp
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Rezumat sect, iune: Wavelets vs. Fourier

Când să folosit, i fiecare metodă

⊡ Fourier: serii stat, ionare, cont, inut global de frecvent,ă, rezolut, ie ascut, ită în frecvent,ă
⊡ Wavelets: nestat, ionare, frecvent,e variabile în timp, localizare în timp S, I frecvent,ă
⊡ STFT: compromis — fereastră fixă; rezolut, ie uniformă timp-frecvent,ă
⊡ Scalograma: vizualizare preferată pentru cicluri economice s, i financiare
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Flux practic: Analiza spectrală a unei serii reale

1. Preprocesare: eliminat, i trendul (HP/prima diferent,ă), luat, i logaritmi dacă este necesar

2. Verificarea stat, ionarităt, ii: test ADF/KPSS; diferent, iat, i dacă este necesar

3. Calculat, i periodograma: identificat, i vizual frecvent,ele dominante

4. Netezit, i: aplicat, i Welch sau multitaper pentru o estimare fiabilă a densităt, ii spectrale

5. Testat, i: testul Fisher pentru periodicităt, i ascunse semnificative

6. Memorie lungă?: estimat, i d prin GPH sau Local Whittle dacă f̂ (ω) → ∞ aproape de ω = 0

7. Cross-spectral: coerent,ă + fază dacă analizat, i două serii

8. Wavelet: dacă se suspectează nestacionaritate, folosit, i scalograma CWT
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Prezentarea studiului de caz

Descrierea datelor
⊡ Date: PIB Real SUA, trimestrial, 1947T1–2024T4 (seria FRED GDPC1)
⊡ Transformare: logaritmul PIB-ului real
⊡ Obiectiv: Extragerea componentei ciclului de afaceri folosind metode spectrale
⊡ Metode comparate: Periodogramă, Multitaper, filtru HP, filtru BK, filtru CF, Wavelet

Definit, ia ciclului de afaceri

⊡ Burns & Mitchell (1946) / NBER: fluctuat, ii recurente cu perioada 6–32 trimestre
⊡ Banda de frecvent,ă: ω ∈ [2π/32, 2π/6] ≈ [0,196, 1,047] radiani/trimestru
⊡ Obiectiv: izolarea acestei benzi de trend (frecvent,e joase) s, i componenta neregulată (frecvent,e

înalte)

TSA_ch12_business_cycle
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Seria temporală PIB SUA
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⊡ Logaritmul PIB-ului Real SUA (FRED GDPC1), 1947T1–2024T4, cu rata de cres,tere trimestrială
⊡ Trendul puternic domină vizualizarea în domeniul timpului; metodele spectrale sunt necesare pentru

extragerea ciclului
TSA_ch12_gdp
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Python: Estimarea periodogramei s, i Multitaper
Analiză spectrală cu Python

import numpy as np; import pandas as pd
from scipy import signal; from spectrum import pmtm
# Incarca PIB Real SUA (trimestrial , log -transformat)
gdp = pd.read_csv(’GDPC1.csv ’, parse_dates =[’DATE ’], index_col=’DATE ’)
y = np.log(gdp[’GDPC1 ’]. values)
y_dt = y - np.polyval(np.polyfit(np.arange(len(y)), y, 1), np.arange(len(y))

)
# Periodograma bruta (fs=4 = trimestrial)
freqs_p , Pxx_p = signal.periodogram(y_dt , fs=4)
# Estimare spectrala multitaper (NW=4, K=7 ferestre)
Pxx_mt , w, ev = pmtm(y_dt , NW=4, NFFT =1024, method=’adapt ’)
freqs_mt = np.linspace(0, 2, len(Pxx_mt))
bc_low , bc_high = 1/8, 1/1.5 # banda ciclului de afaceri (cicluri/an)
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Periodograma s, i estimarea multitaper a PIB-ului
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⊡ Periodograma brută (gri) s, i estimarea multitaper (albastru) a log PIB-ului ajustat pentru trend
⊡ Banda umbrită = intervalul ciclului de afaceri (6–32 trim.); vârf dominant la ≈16–20 trimestre

TSA_ch12_gdp
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Python: Filtrare Band-Pass
Extragerea componentei ciclului de afaceri

import statsmodels.api as sm
cycle_hp , trend_hp = sm.tsa.filters.hpfilter(y, lamb =1600) # HP filter
cycle_bk = sm.tsa.filters.bkfilter(y, low=6, high=32, K=12) # BK filter
cycle_cf , trend_cf = sm.tsa.filters.cffilter(y, low=6, high =32) # CF filter
# Compara ciclurile extrase
import matplotlib.pyplot as plt
fig , ax = plt.subplots(figsize =(12, 5))
ax.plot(gdp.index , cycle_hp , label=’HP filter ’, alpha =0.8)
ax.plot(gdp.index [12: -12], cycle_bk , label=’BK filter ’, alpha =0.8)
ax.plot(gdp.index , cycle_cf , label=’CF filter ’, alpha =0.8)
ax.axhline(0, color=’black ’, linewidth =0.5)
ax.legend (); ax.set_title(’US Business Cycle Components ’)

TSA_ch12_bandpass
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Cicluri de afaceri filtrate band-pass
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⊡ HP (λ=1600), BK (K=12) s, i CF — componentele ciclului de afaceri cu umbrire recesiuni NBER
⊡ Toate trei filtrele sunt de acord asupra sincronizării vârfurilor s, i minimelor; CF păstrează capetele

TSA_ch12_bandpass
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Python: Analiza Wavelet
Spectrul de putere wavelet s, i scalograma

import pywt # PyWavelets
scales = np.arange(2, 128) # scale ~ perioade in trimestre
coefficients , frequencies = pywt.cwt(y_dt , scales , ’morl ’,

sampling_period =0.25)
power = np.abs(coefficients) ** 2
periods = 1 / frequencies # conversie in ani
# Grafic scalograma
fig , ax = plt.subplots(figsize =(12, 6))
im = ax.contourf(gdp.index , periods , power , levels =20, cmap=’jet ’)
ax.set_ylim(1, 32); ax.set_yscale(’log ’, base =2)
ax.set_ylabel(’Period (years) ’)
ax.axhline(y=1.5, color=’white ’, linestyle=’--’)
ax.axhline(y=8, color=’white ’, linestyle=’--’)
plt.colorbar(im, label=’Power ’)

TSA_ch12_wavelet
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Scalograma wavelet: PIB Real SUA
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⊡ Scalograma wavelet Morlet a PIB-ului Real SUA ajustat pentru trend; liniile albe = banda ciclului 6–32
trim.

⊡ „Marea Moderat, ie" (1985–2007) apare ca putere redusă; 2008 s, i 2020 ca explozii localizate
TSA_ch12_wavelet
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Rezultate: Densitatea spectrală a PIB-ului SUA

Constatări cheie din analiza spectrală

⊡ Vârf dominant în periodogramă la perioada ≈ 16–20 trimestre (4–5 ani)
⊡ Consistent cu durata medie a ciclurilor de afaceri NBER
⊡ Concentrare secundară a puterii la perioada ≈ 32–40 trimestre (8–10 ani) — ciclul Juglar
⊡ Putere foarte mare la cele mai joase frecvent,e confirmă componenta puternică de trend
⊡ Estimarea multitaper este mai netedă, confirmă aceeas, i structură de vârfuri

Comparat, ia filtrelor

⊡ Filtrele HP, BK s, i CF produc componente ciclice similare (corelat, ie > 0,85)
⊡ BK pierde 12 observat, ii la fiecare capăt; CF s, i HP păstrează întregul es,antion
⊡ Toate trei identifică corect recesiunile NBER ca minime ale componentei ciclice
⊡ Filtrul CF este us,or mai bun la capete datorită adaptării asimetrice
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Rezultate: Scalograma Wavelet

Structura spectrală variabilă în timp

⊡ Scalograma wavelet relevă că puterea ciclului de afaceri nu este constantă în timp
⊡ Anii 1970–1980: Putere puternică la perioade de 4–8 ani (s,ocuri petroliere, dezinflat, ia Volcker)
⊡ 1985–2007: Putere redusă la toate frecvent,ele ciclice — „Marea Moderat, ie"
⊡ 2008–2009: Concentrare intensă de putere la perioade de 4–6 ani (Marea Recesiune)
⊡ 2020: Explozie bruscă, localizată de putere la perioade de 2–4 ani (s,ocul COVID)

Observat, ie: De ce wavelets completează Fourier

⊡ Analiza Fourier ne spune că ciclul mediu este de ≈ 5 ani
⊡ Wavelets ne spune că durata s, i intensitatea ciclului se schimbă în timp
⊡ Marea Moderat, ie este vizibilă ca o „zonă linis,tită" în scalogramă
⊡ Aceasta nu poate fi detectată cu analiza spectrală Fourier standard
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Exercit, iu IA: Analiză spectrală cu LLM-uri

Ingineria prompt-urilor pentru analiză spectrală

⊡ Utilizat, i un LLM (Claude, GPT-4) pentru a asista analiza spectrală

Exemplu de prompt

„Date lunare de product, ie industrială pentru România (2000–2024). Trend, sezonalitate s, i posibil cicluri. Vă
rog:
⊡ Calculat, i periodograma s, i estimarea spectrală multitaper
⊡ Identificat, i frecvent,ele dominante s, i perioadele corespunzătoare
⊡ Aplicat, i filtru band-pass pentru ciclurile cu perioada 2–8 ani
⊡ Creat, i scalogramă wavelet; interpretat, i în termeni economici

Ce trebuie verificat în răspunsul IA

⊡ Setează corect fs (frecvent,a de es,antionare) pentru date lunare?
⊡ Interpretează frecvent,ele în unităt, ile corecte (cicluri/lună vs. cicluri/an)?
⊡ Aplică ajustarea pentru trend înainte de calculul periodogramei?
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Concluzii cheie

Ce am învăt,at

⊡ Densitatea spectrală f (ω) descompune variant,a pe frecvent,e (Wiener–Khintchine: γ(h) ↔ f (ω))
⊡ Periodograma este estimatorul natural dar inconsistentă — trebuie netezită (multitaper =

standard de aur)
⊡ Măsurile cross-spectrale (coerent,ă, fază, câs,tig) dezvăluie relat, ii specifice frecvent,ei
⊡ Filtrele band-pass (BK, CF) extrag ciclurile de afaceri; HP este un filtru trece-sus
⊡ Wavelets oferă localizare timp-frecvent,ă pentru semnale nestat, ionare

Recomandări practice

⊡ Eliminat, i trendul întotdeauna înainte de analiza spectrală; folosit, i scala logaritmică pentru grafice
⊡ Aleget, i multitaper pentru estimări finale; periodograma brută doar pentru explorare
⊡ Pentru date nestat, ionare, preferat, i analiza wavelet în locul metodelor Fourier
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Întrebarea 1

Întrebare
⊡ Ce măsoară funct, ia de densitate spectrală f (ω) s, i care este relat, ia sa cu funct, ia de autocovariant,ă
γ(h)?

Variante de răspuns

⊡ (A) f (ω) măsoară media procesului la frecvent,a ω; este transformata Laplace a lui γ(h)
⊡ (B) f (ω) măsoară contribut, ia frecvent,ei ω la variant,a totală; este transformata Fourier a lui γ(h)

(teorema Wiener–Khintchine)
⊡ (C) f (ω) măsoară defazajul la frecvent,a ω; este inversa lui γ(h)
⊡ (D) f (ω) măsoară componenta de trend la frecvent,a ω; este derivata lui γ(h)
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Întrebarea 1: Răspuns
Răspuns: (B)

⊡ Funct, ia de densitate spectrală f (ω) = 1
2π

∑
h γ(h)e

−iωh descompune variant,a totală a unui proces
stat, ionar pe frecvent,e. Variant,a totală este γ(0) =

∫ π

−π
f (ω) dω. Această pereche de transformate

Fourier între γ(h) s, i f (ω) este teorema Wiener–Khintchine — rezultatul fundamental al analizei
spectrale.

TSA_ch12_quiz1
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Întrebarea 2

Întrebare
⊡ De ce periodograma brută este un estimator inconsistent al densităt, ii spectrale s, i cum poate fi

remediat acest lucru?

Variante de răspuns

⊡ (A) Periodograma este deplasată; se remediază prin cres,terea dimensiunii es,antionului
⊡ (B) Variant,a periodogramei nu scade cu dimensiunea es,antionului (Var[I (ω)] ≈ f (ω)2 pentru orice

n); se remediază prin netezire (ex. multitaper, Welch, nucleu Daniell)
⊡ (C) Periodograma funct, ionează doar pentru zgomot alb; se remediază prin diferent, ierea datelor
⊡ (D) Periodograma este inconsistentă deoarece foloses,te FFT; se remediază prin calculul direct al

DFT
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Întrebarea 2: Răspuns
Răspuns: (B)

⊡ Periodograma este aproximativ nedeplasată (E[I (ω)] → f (ω)), dar variant,a sa Var[I (ω)] ≈ f (ω)2

nu scade când n → ∞. Aceasta se datorează faptului că adăugarea mai multor date introduce mai
multe frecvent,e Fourier, în loc să îmbunătăt,ească estimările la frecvent,ele existente. Netezirea
(medierea valorilor vecine ale periodogramei, multitaper sau metode cu fereastră lag) sacrifică
rezolut, ia în frecvent,ă în schimbul variant,ei reduse, producând un estimator consistent.

TSA_ch12_quiz2
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Întrebarea 3

Întrebare
⊡ Observat, i o densitate spectrală cu un vârf ascut, it lângă ω = 0 s, i vârfuri mai mici la
ω = π/6, π/3, π/2, 2π/3, 5π/6, π. Ce tip de proces a generat probabil aceste date?

Variante de răspuns

⊡ (A) Zgomot alb — spectru plat cu fluctuat, ii aleatorii
⊡ (B) AR(1) cu ϕ > 0 — spectru ros,u cu vârf la zero
⊡ (C) Proces sezonier lunar cu trend — vârf la zero (trend) plus vârfuri la armonicele sezoniere
ωk = 2πk/12

⊡ (D) Mers aleator — toată puterea la ω = 0
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Întrebarea 3: Răspuns
Răspuns: (C)

⊡ Vârfurile la ω = π/6, π/3, π/2, 2π/3, 5π/6, π corespund exact lui 2πk/12 pentru k = 1, 2, . . . , 6
— armonicele sezoniere ale datelor lunare (s = 12). Vârful la ω ≈ 0 indică o componentă
puternică de trend sau pe termen lung. Aceasta este semnătura spectrală clasică a unei serii
lunare cu atât trend, cât s, i sezonalitate, cum ar fi pasagerii companiilor aeriene sau vânzările cu
amănuntul.

TSA_ch12_quiz3
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Întrebarea 4

Întrebare
⊡ Care este avantajul principal al analizei wavelet fat,ă de analiza spectrală Fourier pentru serii de

timp economice?

Variante de răspuns

⊡ (A) Wavelets oferă rezolut, ie mai mare în frecvent,ă decât Fourier pentru serii stat, ionare
⊡ (B) Wavelets pot localiza caracteristici spectrale atât în timp, cât s, i în frecvent,ă, fiind potrivite

pentru procese nestat, ionare unde cont, inutul de frecvent,ă se schimbă în timp
⊡ (C) Wavelets sunt computat, ional mai rapide decât FFT
⊡ (D) Wavelets nu necesită alegerea niciunui parametru, spre deosebire de metodele Fourier
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Întrebarea 4: Răspuns
Răspuns: (B)

⊡ Analiza wavelet oferă localizare simultană în timp s, i frecvent,ă. Spre deosebire de analiza Fourier,
care produce un spectru global unic, wavelets creează o scalogramă care arată cum puterea
spectrală evoluează în timp. Aceasta este crucială pentru seriile economice supuse rupturilor
structurale, schimbărilor de regim s, i dinamicii ciclurilor de afaceri în evolut, ie. Principiul
incertitudinii Heisenberg limitează rezolut, ia comună, dar wavelets echilibrează adaptiv rezolut, ia în
timp s, i frecvent,ă pe scale diferite.

TSA_ch12_quiz4
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Întrebarea 5

Întrebare
⊡ Un cercetător aplică filtrul Hodrick–Prescott (HP) cu λ = 1600 pe date trimestriale de PIB. Care

este interpretarea spectrală a acestui filtru?

Variante de răspuns

⊡ (A) Este un filtru band-pass care extrage cicluri cu perioada 6–32 trimestre
⊡ (B) Este un filtru trece-jos care extrage trendul păstrând doar frecvent,ele joase

⊡ (C) Componenta ciclică HP este un filtru trece-sus: |A(ω)|2 = 4λ(1−cosω)2

1+4λ(1−cosω)2 , lasând să treacă
toate ciclurile mai scurte de ≈ 32 trimestre inclusiv zgomotul neregulat

⊡ (D) Este un filtru notch care elimină doar frecvent,a sezonieră
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Întrebarea 5: Răspuns
Răspuns: (C)

⊡ Componenta ciclică a filtrului HP este un filtru trece-sus care lasă să treacă toate frecvent,ele
peste un prag determinat de λ. Cu λ = 1600 s, i date trimestriale, lasă să treacă cicluri mai scurte
de ≈ 32 trimestre. Spre deosebire de un filtru band-pass (BK, CF), ciclul HP include atât
componenta ciclului de afaceri, cât s, i componenta neregulată de frecvent,ă înaltă. Aceasta este o
limitare bine cunoscută: „ciclul" HP este contaminat cu zgomot, motiv pentru care filtrele
band-pass dedicate sunt preferate pentru extragerea ciclului de afaceri.

TSA_ch12_quiz5
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Bibliografie III

Referint,e suplimentare

⊡ Cooley & Tukey (1965). Machine Calculation of Complex Fourier Series. Math. Comput., 19(90).
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Bibliografie IV

Resurse online s, i cod

⊡ Quantlet: https://quantlet.com – Platformă de cod pentru metode cantitative
⊡ Quantinar: https://quantinar.com – Platformă de învăt,are pentru metode cantitative
⊡ GitHub TSA: https://github.com/danpele/TSA/tree/main/TSA_ch12 – Cod Python pentru acest

capitol
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Vă mult,umim!

Întrebări?
⊡ Materialele cursului: https://danpele.github.io/Time-Series-Analysis/

⊡ Quantlet Quantinar
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