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Obiective de învăt,are

La finalul acestui capitol, vet, i fi capabili să:

1. Definit, i s, i simulat, i procese AR (AutoRegresive), MA (Medie Mobilă) s, i ARMA (AutoRegresive cu
Medie Mobilă)

2. Verificat, i condit, iile de stat, ionaritate s, i invertibilitate
3. Identificat, i ordinele p s, i q prin analiza ACF (Funct, ia de Autocorelat, ie) / PACF (Funct, ia de

Autocorelat, ie Part, ială)
4. Estimat, i parametrii prin Yule-Walker, MLE (Estimarea prin Verosimilitate Maximă) s, i criterii

informat, ionale – AIC (Akaike), BIC (Bayesian)
5. Diagnosticat, i modelul prin analiza reziduurilor s, i testul Ljung-Box
6. Prognozat, i folosind modele ARMA cu intervale de încredere (IC)
7. Aplicat, i metodologia Box-Jenkins pe date reale (pete solare)
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Cuprins

⊡ Motivat,ie

⊡ Introducere s, i operatorul lag

⊡ Modele autoregresive (AR)

⊡ Modele de medie mobilă (MA)

⊡ Modele ARMA

⊡ Identificarea modelului

⊡ Estimarea parametrilor

⊡ Diagnosticul modelului

⊡ Prognoza cu ARMA

⊡ Implementare practică

⊡ Studiu de caz: date reale

⊡ Utilizare IA

⊡ Rezumat
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Motivat, ie 4

De ce modele ARMA?
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⊡ Procese AR: Valoarea curentă depinde de valorile trecute ⇒ comportament de revenire la medie
⊡ Procese MA: Valoarea curentă depinde de s,ocurile trecute ⇒ memorie scurtă
⊡ ARMA: Combină ambele mecanisme pentru modelare flexibilă

TSA_ch2_motivation
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Identificarea modelului prin tipare ACF
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Distinct ACF patterns for different models

ACF reflectă structura modelului

⊡ Tipare distincte: AR: descres,tere exponent, ială; MA: anulare bruscă; ARMA: descres,tere mixtă
⊡ Identificare: Analiza vizuală a ACF/PACF ghidează select, ia ordinelor p s, i q

TSA_ch2_motivation
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Introducere s, i operatorul lag 6

Recapitulare: Stat, ionaritatea
Din capitolul 1

⊡ Un proces {Xt} este slab stat, ionar dacă:
1. E[Xt ] = µ (medie constantă)
2. Var(Xt) = σ2 <∞ (variant,ă constantă, finită)
3. Cov(Xt ,Xt+h) = γ(h) (covariant,a depinde doar de lag-ul h)

De ce contează stat, ionaritatea pentru ARMA

⊡ Modelele ARMA presupun stat, ionaritate – parametrii rămân stabili în timp, structura de
autocorelat, ie se ment, ine

⊡ Date nestat, ionare ⇒ diferent, iat, i mai întâi (ARIMA, Cap. 3)

Obiectivul capitolului

⊡ Modele parametrice pentru serii stat, ionare ⇒ combinând dependent,a de observat, iile anterioare
(AR) cu influent,a s,ocurilor aleatoare (MA)

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp



Introducere s, i operatorul lag 7

Operatorul lag: ilustrat, ie vizuală
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Lag Operator Summary

Notation:
  L X_t = X_{t-1}     (one lag)
  L^k X_t = X_{t-k}   (k lags)

Difference Operator:
   = (1 - L)
  X_t = X_t - X_{t-1}

Second Difference:
  ² = (1-L)² = 1 - 2L + L²
  ²X_t = X_t - 2X_{t-1} + X_{t-2}

AR(p) in Lag Notation:
  (L)X_t = _t
  where (L) = 1 - L - L² - ... - L

MA(q) in Lag Notation:
  X_t = (L) _t
  where (L) = 1 + L + L² + ... + qLq

ARMA(p,q):
  (L)X_t = (L) _t

TSA_ch2_lag_operator

Rolul operatorului lag

⊡ Notat, ie compactă: ecuat, ii cu diferent,e, polinoame lag
⊡ Utilitate: manipulare algebrică, condit, ii de stat, ionaritate

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch2/TSA_ch2_lag_operator


Introducere s, i operatorul lag 8

Operatorul lag (operatorul de întârziere)

Definit, ie 1 (Operatorul lag)

⊡ Operatorul lag L (sau operatorul de întârziere B) deplasează o serie de timp înapoi cu o perioadă:
LXt = Xt−1

Proprietăt, i

⊡ LkXt = Xt−k (deplasare înapoi cu k perioade)
⊡ L0Xt = Xt (identitate)
⊡ (1 − L)Xt = Xt − Xt−1 = ∆Xt (prima diferent,ă)
⊡ (1 − L)dXt = ∆dXt (diferent,a de ordin d)

Polinoame lag

⊡ Polinom AR: ϕ(L) = 1 − ϕ1L− ϕ2L
2 − · · · − ϕpL

p

⊡ Polinom MA: θ(L) = 1 + θ1L+ θ2L
2 + · · ·+ θqL

q

TSA_ch2_lag_operator
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Zgomot alb: ilustrare vizuală
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Caracteristici

⊡ Stânga: Fluctuat, ii aleatorii, fără tipare, variant,ă constantă
⊡ Dreapta: ACF doar un vârf la lag 0; celelalte în limitele de semnificat, ie ⇒ fără dependent,ă liniară

TSA_ch2_white_noise
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Introducere s, i operatorul lag 10

Procesul de zgomot alb

Definit, ie 2 (Zgomot Alb)

⊡ Un proces {εt} este zgomot alb, notat εt ∼ WN(0, σ2) (WN – White Noise, zgomot alb), dacă:
1. E[εt ] = 0 pentru tot, i t
2. Var(εt) = σ2 pentru tot, i t
3. Cov(εt , εs) = 0 pentru tot, i t ̸= s

Proprietăt, i

⊡ Element de bază: Zgomotul alb stă la baza tuturor modelelor ARMA
⊡ ACF: ρ(0) = 1, ρ(h) = 0 pentru h ̸= 0; PACF: acelas, i tipar
⊡ Zgomot alb Gaussian: εt ∼ N(0, σ2) i.i.d.
⊡ Imprevizibil: Zgomotul alb nu poate fi prognozat ⇒ este pur aleatoriu

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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AR(1): ilustrat, ie vizuală
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AR(1): different behavior for positive vs negative 

Interpretarea vizuală

⊡ ϕ pozitiv: Fluctuat, ii persistente, revenire graduală la medie
⊡ ϕ negativ: Comportament oscilant, alternând în jurul mediei
⊡ |ϕ| mai mare ⇒ persistent,ă mai mare, revenire mai lentă

TSA_ch2_ar1
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Modelul AR(1): definit, ie

Definit, ie 3 (Proces AR(1))

⊡ Un proces autoregresiv de ordin 1 este: Xt = c + ϕXt−1 + εt
⊡ εt ∼ WN(0, σ2) s, i |ϕ| < 1 pentru stat, ionaritate

Interpretare

⊡ c: constantă (interceptul)
⊡ ϕ: coeficient autoregresiv

▶ Măsoară persistent,a seriei
⊡ εt : inovat, ie (s,oc)

Notat, ie cu operatorul lag

⊡ (1 − ϕL)Xt = c + εt
⊡ ϕ(L)Xt = c + εt
⊡ ϕ(L) = 1 − ϕL

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Condit, ia de stat, ionaritate AR(1)

Condit, ie necesară s, i suficientă: |ϕ| < 1

⊡ Rădăcina ecuat, iei caracteristice trebuie să fie în afara cercului unitate

Stat, ionar (|ϕ| < 1)

⊡ S, ocurile se diminuează în timp
▶ Procesul revine la medie
▶ Variant,ă finită, stabilă

Nestat, ionar (|ϕ| ≥ 1)

⊡ |ϕ| = 1: mers aleatoriu
▶ Rădăcină unitate, variant,ă → ∞

⊡ |ϕ| > 1: proces exploziv

Ecuat, ia caracteristică

⊡ ϕ(z) = 1 − ϕz = 0 =⇒ z = 1/ϕ
⊡ Stat, ionaritate ⇔ rădăcina în afara cercului unitate (|z | > 1)

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Proprietăt, ile AR(1)

AR(1) stat, ionar cu |ϕ| < 1

⊡ Proprietăt, ile momentelor:

⊡ Media: µ = E[Xt ] =
c

1−ϕ

⊡ Variant,a: γ(0) = Var(Xt) =
σ2

1−ϕ2

⊡ Autocovariant,a: γ(h) = ϕhσ2

1−ϕ2

⊡ Notă: Formula presupune h ≥ 0; prin
simetria ACVF: γ(h) = γ(−h), deci
γ(h) = ϕ|h|σ2

1−ϕ2 pentru orice h ∈ Z
⊡ Autocorelat, ia (ACF): ρ(h) = ϕh

Observat, ie

⊡ Semnătura AR(1): ACF scade exponent, ial cu factorul ϕ
▶ ϕ > 0: descres,tere monotonă spre zero
▶ ϕ < 0: oscilat, ii amortizate (semne alternante)

TSA_ch2_ar1
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Simulări AR(1): efectul lui ϕ
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Interpretare

⊡ Valori diferite ale lui ϕ produc comportamente distincte: |ϕ| mai mare ⇒ mai multă persistent,ă
⊡ ϕ pozitiv creează evolut, ii netede; ϕ negativ creează oscilat, ii
⊡ Pe măsură ce |ϕ| → 1, procesul se apropie de nestat, ionaritate

TSA_ch2_ar1_simulation
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ACF teoretic AR(1)
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Tipar ACF

⊡ Formula: ρ(h) = ϕh ⇒ descres,tere exponent, ială
⊡ ϕ > 0: descres,tere monotonă; ϕ < 0: semne alternante

TSA_ch2_ar1
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ACF s, i PACF AR(1): teorie vs es,antion
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ACF and PACF for AR(1): theory vs sample

Interpretare

⊡ ACF es,antion vs teorie: estimările fluctuează în jurul curbei teoretice ρ(h) = ϕh

⊡ PACF: un singur vârf semnificativ la lag 1, apoi se anulează ⇒ semnătura tipică AR(1)
TSA_ch2_ar1
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Demonstrat, ie: media AR(1)
Afirmat, ie

⊡ Pentru AR(1): Xt = c + ϕXt−1 + εt , media este µ = c
1−ϕ

Demonstrat, ie

⊡ Luăm sperant,a ambelor părt, i: E[Xt ] = c + ϕE[Xt−1] + E[εt ]
⊡ Prin stat, ionaritate, E[Xt ] = E[Xt−1] = µ, s, i E[εt ] = 0: µ = c + ϕµ

⊡ Rezolvând: µ− ϕµ = c =⇒ µ(1 − ϕ) = c =⇒ µ =
c

1 − ϕ

Cerint,ă

⊡ Condit, ie necesară: ϕ ̸= 1 pentru ca media să fie definită
▶ Dacă ϕ = 1 (rădăcină unitară), media este nedefinită
▶ Procesul devine mers aleatoriu (nestat, ionaritate)
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Demonstrat, ie: variant,a AR(1)
Afirmat, ie

⊡ Var(Xt) =
σ2

1−ϕ2

Demonstrat, ie

⊡ Presupunem c = 0. Luăm variant,a din Xt = ϕXt−1 + εt :
⊡ Var(Xt) = ϕ2Var(Xt−1) + Var(εt) + 2ϕCov(Xt−1, εt)︸ ︷︷ ︸

=0
⊡ Prin stat, ionaritate, Var(Xt) = Var(Xt−1) = γ(0):

⊡ γ(0) = ϕ2γ(0) + σ2 =⇒ γ(0)(1 − ϕ2) = σ2 =⇒ γ(0) =
σ2

1 − ϕ2

Notă

⊡ Necesită |ϕ| < 1 pentru variant,ă pozitivă. Când |ϕ| → 1, variant,a → ∞

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Variant,a AR(1) ca funct, ie de ϕ
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AR(1) Variance as Function of  (with 2 = 1)

Observat, ii

⊡ Pe măsură ce |ϕ| → 1, variant,a explodează ⇒ nestat, ionaritate
⊡ Pentru ϕ = 0: γ(0) = σ2 (zgomot alb); variant,a cres,te monoton cu |ϕ|

TSA_ch2_ar1
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Demonstrat, ie: funct, ia de autocorelat, ie AR(1)

Afirmat, ie: ρ(h) = ϕh pentru h ≥ 0

⊡ Găsim autocovariant,a γ(h) = Cov(Xt ,Xt−h)

Demonstrat, ie

⊡ Înmult, im Xt = ϕXt−1 + εt cu Xt−h s, i luăm media:
⊡ E[XtXt−h] = ϕE[Xt−1Xt−h] + E[εtXt−h]
⊡ Pentru h ≥ 1: E[εtXt−h] = 0 ⇒ γ(h) = ϕγ(h − 1)

⊡ Relat, ie recursivă de la γ(0): γ(1) = ϕγ(0), γ(2) = ϕ2γ(0), . . . γ(h) = ϕhγ(0)

⊡ ACF: ρ(h) = γ(h)
γ(0) =

ϕhγ(0)
γ(0) = ϕh

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Demonstrat, ie: condit, ia de stat, ionaritate AR(1)
Afirmat, ie

⊡ AR(1) este stat, ionar dacă s, i numai dacă |ϕ| < 1

Demonstrat, ie

⊡ Substitut, ie recursivă: Xt = ϕXt−1 + εt = ϕ(ϕXt−2 + εt−1) + εt = · · ·
⊡ După n pas, i: Xt = ϕnXt−n +

∑n−1
j=0 ϕ

jεt−j

⊡ Dacă |ϕ| < 1: ϕn → 0 când n → ∞, deci Xt =
∑∞

j=0 ϕ
jεt−j

⊡ Variant,ă finită: Var(Xt) = σ2 ∑∞
j=0 ϕ

2j = σ2

1−ϕ2 <∞ (serie geometrică)

Concluzie

⊡ Converge ⇐⇒ |ϕ| < 1. Pentru |ϕ| ≥ 1, termenul ϕnXt−n nu dispare ⇒ variant,ă infinită

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Funct, ia de autocorelat, ie part, ială (PACF)
Definit, ie 4 (PACF)

⊡ Autocorelat, ia part, ială de ordin k, notată πk , măsoară corelat, ia dintre Xt s, i Xt−k

⊡ Se elimină efectele liniare ale variabilelor intermediare Xt−1, . . . ,Xt−k+1

Definit, ie formală

⊡ π1 = ρ(1)
⊡ Pentru k ≥ 2: πk este ultimul coeficient din:

Xt = α1Xt−1 + · · ·+ αkXt−k + et
⊡ πk = αk (coeficientul lui Xt−k)

Calculul prin Yule-Walker

⊡ Se rezolvă ecuat, iile Yule-Walker de ordin k
⊡ πk = ultimul element al vectorului solut, ie

Utilitate

⊡ Identificare: PACF determină ordinul p al
unui model AR
▶ PACF se anulează după lag p

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Algoritmul Durbin-Levinson pentru PACF

Recursie Durbin-Levinson
⊡ Calculează PACF (πk) recursiv, fără inversarea matricii Toeplitz:
1. Init, ializare: π1 = ρ̂(1), v1 = γ̂(0)(1 − π2

1)
2. Recursie (k = 2, 3, . . .):

πk =
ρ̂(k)−

∑k−1
j=1 ϕk−1,j ρ̂(k − j)

1 −
∑k−1

j=1 ϕk−1,j ρ̂(j)
3. Actualizare: ϕk,j = ϕk−1,j − πk ϕk−1,k−j , j = 1, . . . , k − 1; ϕk,k = πk

4. Variant,a predict, iei: vk = vk−1(1 − π2
k )

Complexitate

⊡ O(k2) vs O(k3) (inversare directă)
⊡ Exploatează structura Toeplitz a lui Γk

⊡ Garantează vk > 0 dacă procesul e stat, ionar

Identificare AR(p)

⊡ πk = 0 pentru k > p ⇒ ordinul p
⊡ IC: |πk | > 1.96/

√
T ⇒ semnificativ

⊡ Echivalent cu testul t pe ultimul coeficient
OLS

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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AR(p): ilustrat, ie vizuală
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AR(2) Process: pseudo-cyclic behavior

Observat, ii

⊡ AR(2) poate prezenta comportament pseudo-ciclic (rădăcini complexe); ACF sinusoidală
amortizată

⊡ PACF se anulează după lag 2 ⇒ tiparul distinctiv de identificare
TSA_ch2_ar2
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Modelul AR(p): forma generală

Definit, ie 5 (Proces AR(p))

⊡ Un proces autoregresiv de ordin p este: Xt = c + ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + · · ·+ ϕpXt−p + εt
⊡ Operator lag: ϕ(L)Xt = c + εt , unde ϕ(L) = 1 − ϕ1L− ϕ2L

2 − · · · − ϕpL
p

Condit, ie de stat, ionaritate

⊡ Toate rădăcinile lui ϕ(z) = 0 trebuie să se afle în afara cercului unitate
⊡ Echivalent: toate rădăcinile au modul > 1

Tiparul PACF

⊡ PACF se anulează după lag p
⊡ ACF scade (exponent, ial sau cu oscilat, ii amortizate)
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Stat, ionaritatea AR(2): vizualizarea cercului unitate
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Polinomul caracteristic s, i condit, ia cercului unitate

⊡ Polinomul caracteristic al unui proces AR(p): ϕ(z) = 1 − ϕ1z − ϕ2z
2 − · · · − ϕpz

p

⊡ Toate rădăcinile lui ϕ(z) = 0 trebuie să se afle în afara cercului unitate (|z | > 1)
⊡ Rădăcini pe cerc: nestat, ionar; rădăcini în interior: proces exploziv

TSA_ch2_stationarity
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Triunghiul de stat, ionaritate AR(2)
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Regiunea de stat, ionaritate

⊡ Regiunea triunghiulară defines,te combinat, iile de parametri AR(2) stat, ionari
⊡ Granit,e: ϕ1 + ϕ2 < 1, ϕ2 − ϕ1 < 1 s, i |ϕ2| < 1
⊡ Punctele din afara regiunii ⇒ procese nestat, ionare sau explozive

TSA_ch2_stationarity
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Rădăcinile polinomului caracteristic
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AR(2): Real roots

Tipuri de rădăcini

⊡ Rădăcini reale: descres,tere exponent, ială în ACF
⊡ Rădăcini complexe: oscilat, ii amortizate (pseudo-cicluri)
⊡ Toate rădăcinile trebuie să fie în afara cercului unitate

TSA_ch2_stationarity
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Modelul AR(2)

Definit, ie 6 (Proces AR(2))

⊡ Xt = c + ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + εt

Condit, ii de stat, ionaritate

⊡ ϕ1 + ϕ2 < 1; ϕ2 − ϕ1 < 1; |ϕ2| < 1

Comportamentul ACF

⊡ Rădăcini reale: amestec de două descres,teri exponent, iale
⊡ Rădăcini complexe: tipar sinusoidal amortizat (pseudo-cicluri)
⊡ PACF: Se anulează după lag 2 (πk = 0 pentru k > 2)

TSA_ch2_ar2
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MA(1): ilustrat, ie vizuală
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ACF: cutoff after lag 1

MA(1): short memory series with ACF cutoff

Interpretare vizuală

⊡ Panoul stâng: Serie MA(1) ⇒ revenire rapidă la medie
⊡ Panoul drept: ACF cu anulare după lag 1; PACF descres,tere exponent, ială

TSA_ch2_ma1

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch2/TSA_ch2_ma1


Modele de medie mobilă (MA) 32

Modelul MA(1): definit, ie

Definit, ie 7 (Proces MA(1))

⊡ Un proces de medie mobilă de ordin 1 este: Xt = µ+ εt + θεt−1

⊡ εt ∼ WN(0, σ2)

Interpretare

⊡ µ: media procesului
⊡ θ: coeficient MA

▶ Măsoară impactul s,ocului trecut
⊡ Depinde de εt s, i εt−1

Notat, ie cu operatorul lag

⊡ Xt = µ+ θ(L)εt
⊡ θ(L) = 1 + θL

Proprietate

⊡ Stat, ionaritate garantată: Procesele MA sunt
întotdeauna stat, ionare
▶ Nu depinde de valoarea lui θ
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Proprietăt, ile MA(1)
MA(1): Xt = µ+ εt + θεt−1

⊡ Media: E[Xt ] = µ; Variant,a: γ(0) = σ2(1 + θ2)
⊡ Autocovariant,a: γ(1) = θσ2, γ(h) = 0 (h > 1)
⊡ ACF: ρ(1) = θ

1+θ2 , ρ(h) = 0 (h > 1)

De ret, inut

⊡ Semnătura MA(1): ACF se anulează după lag 1
▶ ρ(1) ̸= 0, dar ρ(h) = 0 pentru h > 1; tipar opus fat,ă de AR(1)

TSA_ch2_ma1

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch2/TSA_ch2_ma1


Modele de medie mobilă (MA) 34

Demonstrat, ie: variant,a s, i autocovariant,a MA(1)
Punct de plecare: Xt = εt + θεt−1 (presupunând µ = 0)

⊡ Variant,a:
γ(0) = Var(εt + θεt−1) = σ2 + θ2σ2 + 0 = σ2(1 + θ2)

Autocovariant,a la lag 1

⊡ γ(1) = Cov(εt + θεt−1, εt−1 + θεt−2)
⊡ = Cov(εt , εt−1) + θCov(εt , εt−2) + θCov(εt−1, εt−1) + θ2Cov(εt−1, εt−2)

⊡ = 0 + 0 + θσ2 + 0 = θσ2

Autocovariant,a la lag h ≥ 2

⊡ Niciun termen ε comun ⇒ γ(h) = 0
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Demonstrat, ie: maximul ACF pentru MA(1)
Afirmat, ie: |ρ(1)| ≤ 0.5 pentru orice valoare a lui θ

⊡ ACF la lag 1: ρ(1) = θ
1+θ2

⊡ Derivăm: dρ(1)
dθ

= 1−θ2

(1+θ2)2 = 0 ⇒ θ = ±1
⊡ La aceste valori: ρ(1)

∣∣
θ=1 = 1

2 , ρ(1)
∣∣
θ=−1 = − 1

2

Implicat, ie

⊡ Test practic: Dacă |ρ̂(1)| > 0.5 din date, procesul nu este MA(1)
▶ Maximul |ρ(1)| = 0.5 se atinge la θ = ±1
▶ Considerat, i modele AR sau ARMA ca alternative
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Simulări MA(1): efectul lui θ
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MA(1) Simulations: effect of coefficient 

Interpretare

⊡ MA(1) este întotdeauna stat, ionar indiferent de θ ⇒ memorie finită de doar un lag
⊡ θ pozitiv netezes,te seria; θ negativ creează fluctuat, ii mai rapide
⊡ Spre deosebire de AR(1), s,ocurile MA(1) afectează procesul doar pentru o perioadă

TSA_ch2_ma1
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Demonstrat, ie: ACF pentru MA(1)

Afirmat, ie: ρ(1) = θ
1+θ2 s, i ρ(h) = 0 pentru h > 1

⊡ MA(1) are autocorelat, ie nenulă doar la lag 1

Demonstrat, ie

⊡ Fie Xt = εt + θεt−1.

⊡ Autocorelat, ia la lag 1: ρ(1) = γ(1)
γ(0) =

θσ2

σ2(1+θ2) =
θ

1 + θ2

⊡ Pentru h > 1: γ(h) = Cov(εt + θεt−1, εt−h + θεt−h−1)

⊡ Termenii εt , εt−1 nu se suprapun cu εt−h, εt−h−1 când h > 1, deci γ(h) = 0

Consecint,ă practică

⊡ ACF se anulează brusc după lag 1 ⇒ semn distinctiv al proceselor MA(1)
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ACF s, i PACF MA(1): comparat, ie vizuală
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ACF and PACF for MA(1): opposite pattern to AR(1)

Interpretare

⊡ ACF: Un singur vârf la lag 1, apoi se anulează ⇒ semnătura tipică MA(1)
⊡ PACF: Descres,tere exponent, ială ⇒ tipar opus fat,ă de AR(1)
⊡ Această inversare diferent, iază procesele MA de cele AR

TSA_ch2_ma1
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Invertibilitate: ilustrat, ie vizuală
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Invertibility of MA models

Interpretare

⊡ Stânga: invertibilitatea necesită rădăcini în afara cercului unitate
⊡ Dreapta: ponderile AR(∞) scad doar când |θ| < 1

TSA_ch2_ma1
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Invertibilitatea modelelor MA

Definit, ie 8 (Invertibilitate)

⊡ Un proces MA este invertibil dacă poate fi scris ca un proces AR infinit:
⊡ Xt = µ+

∑∞
j=1 πj(Xt−j − µ) + εt

Condit, ii de invertibilitate

⊡ MA(1): Invertibil dacă |θ| < 1
⊡ MA(q): Rădăcinile lui θ(z) = 0 în afara cercului unitate

De ce contează invertibilitatea

⊡ Asigură reprezentare unică (fără invertibilitate, mai multe modele MA descriu aceleas, i date)
⊡ Necesară pentru prognoză s, i estimare
⊡ Stat, ionaritate ⇒ AR; Invertibilitate ⇒ MA
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Demonstrat, ie: invertibilitatea MA(1)
Afirmat, ie

⊡ MA(1) este invertibil dacă s, i numai dacă |θ| < 1

Demonstrat, ie

⊡ Din Xt = εt + θεt−1, izolăm: εt = Xt − θεt−1

⊡ Substitut, ie recursivă: εt = Xt − θ(Xt−1 − θεt−2) = Xt − θXt−1 + θ2εt−2

⊡ Continuând: εt =
∑n

j=0(−θ)
jXt−j + (−θ)n+1εt−n−1

⊡ Dacă |θ| < 1: (−θ)n+1 → 0, deci εt =
∞∑
j=0

(−θ)jXt−j

Concluzie

⊡ Seria geometrică converge ⇐⇒ |θ| < 1 ⇒ MA(1) se scrie ca AR(∞)
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MA(q): ilustrat, ie vizuală
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MA(q) Process: ACF signature cuts off after lag q

Observat, ie

⊡ Proces MA(3): semnătura distinctivă ⇒ ACF se anulează după lag q (ρ(h) = 0 pentru h > 3)
TSA_ch2_acf_pacf_patterns
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Modelul MA(q): forma generală
Definit, ie 9 (Proces MA(q))

⊡ Un proces de medie mobilă de ordin q: Xt = µ+ εt + θ1εt−1 + · · ·+ θqεt−q

⊡ Operator lag: Xt = µ+ θ(L)εt , unde θ(L) = 1 + θ1L+ · · ·+ θqL
q

Proprietăt, i

⊡ Întotdeauna stat, ionar (variant,ă finită)
⊡ ACF se anulează după lag q: ρ(h) = 0 pentru h > q; PACF scade gradual
⊡ Invertibil dacă toate rădăcinile lui θ(z) = 0 se află în afara cercului unitate
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ARMA: ilustrat, ie vizuală
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ARMA(1,1): neither ACF nor PACF cut off

Interpretare ARMA(1,1)

⊡ Combină persistent,a AR cu răspunsul la s,ocuri MA; ACF/PACF ambele descresc
⊡ Nici ACF nici PACF nu se întrerup ⇒ indicator distinctiv pentru modele mixte

TSA_ch2_arma
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Modelul ARMA(p,q): definit, ie

Definit, ie 10 (Proces ARMA(p,q))

⊡ Xt = c + ϕ1Xt−1 + · · ·+ ϕpXt−p + εt + θ1εt−1 + · · ·+ θqεt−q

⊡ Formă compactă: ϕ(L)Xt = c + θ(L)εt , unde µ = c
1−ϕ1−···−ϕp

Principiu

⊡ Flexibilitate: Combină componentele AR s, i MA
▶ AR captează persistent,a; MA captează răspunsul la s,ocuri

⊡ Parcimonie: ARMA(1,1) poate fi mai bun decât AR(5) sau MA(5)
▶ Mai put, ini parametri, mai put, in risc de supraajustare
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Structura modelului ARMA

t
White Noise

MA(q)
(L) t

+

AR(p)
(L)

Xt
Output

L
Lag

ARMA(p,q) Model Structure

Xt = 1Xt 1 + . . . + pXt p + t + 1 t 1 + . . . + q t q

Componente

⊡ AR: valorile trecute ⇒ persistent,ă, memorie
⊡ MA: s,ocuri trecute ⇒ răspuns la inovat, ii
⊡ Forma compactă: ϕ(L)Xt = θ(L)εt

TSA_ch2_arma
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Cum funct, ionează simularea ARMA
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Xt = Xt 1 + t + t 1

Step 4: ARMA(1,1) = AR + MA + t

Pas, i

⊡ Generare zgomot alb, aplicare ecuat, ia ARMA recursiv, obt, inere serie simulată

TSA_ch2_arma
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Exemple ARMA
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ARMA(2,1): 1 = 0.5, 2 = 0.3, = 0.4

Observat, ie

⊡ Diferite combinat, ii de ordine (p, q) produc comportamente distincte

TSA_ch2_arma
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Modelul ARMA(1,1)
Definit, ie 11 (Proces ARMA(1,1))

⊡ Xt = c + ϕXt−1 + εt + θεt−1

Proprietăt, i (stat, ionaritate s, i invertibilitate)

⊡ Media: µ = c
1−ϕ

; Variant,a: γ(0) = (1+2ϕθ+θ2)σ2

1−ϕ2

ACF

⊡ ρ(1) = (1+ϕθ)(ϕ+θ)
1+2ϕθ+θ2 ; ρ(h) = ϕ · ρ(h − 1) pentru h ≥ 2

⊡ ACF scade exponent, ial după lag 1 (punctul de pornire depinde de ϕ s, i θ)

TSA_ch2_arma
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Demonstrat, ie: variant,a ARMA(1,1)
Afirmat, ie

⊡ γ(0) = (1+2ϕθ+θ2)σ2

1−ϕ2

Demonstrat, ie

⊡ Fie Yt = Xt − µ: Yt = ϕYt−1 + εt + θεt−1

⊡ Ridicăm la pătrat: Y 2
t = ϕ2Y 2

t−1 + ε2t + θ2ε2t−1 + 2ϕYt−1εt + 2ϕθYt−1εt−1 + 2θεtεt−1

⊡ Luăm media; E[εtYt−1] = 0, E[εtεt−1] = 0:
⊡ γ(0) = ϕ2γ(0) + σ2 + θ2σ2 + 2ϕθE[εt−1Yt−1]
⊡ Din Yt−1 = ϕYt−2 + εt−1 + θεt−2: doar ε2t−1 contribuie ⇒ E[εt−1Yt−1] = σ2

⊡ γ(0)(1 − ϕ2) = (1 + 2ϕθ + θ2)σ2 =⇒ γ(0) =
(1 + 2ϕθ + θ2)σ2

1 − ϕ2
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Tipare ACF/PACF: AR vs MA vs ARMA
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ACF/PACF Patterns: AR vs MA vs ARMA

TSA_ch2_acf_pacf_patterns
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Demonstrat, ie: ACF la lag 1 pentru ARMA(1,1)
Afirmat, ie

⊡ ρ(1) = (1+ϕθ)(ϕ+θ)
1+2ϕθ+θ2 ; ρ(h) = ϕρ(h − 1) pentru h ≥ 2

Demonstrat, ie

⊡ Înmult, im Yt cu Yt−1 s, i luăm media: γ(1) = ϕγ(0) + E[εtYt−1]︸ ︷︷ ︸
=0

+θE[εt−1Yt−1]︸ ︷︷ ︸
=σ2

= ϕγ(0) + θσ2

⊡ Împărt, im la γ(0): ρ(1) = ϕ+ θσ2

γ(0) . Substituim γ(0):

⊡ ρ(1) = ϕ+ θ(1−ϕ2)
1+2ϕθ+θ2 = ϕ(1+2ϕθ+θ2)+θ(1−ϕ2)

1+2ϕθ+θ2

⊡ Numărătorul: ϕ+ θ + ϕ2θ + ϕθ2 = (ϕ+ θ)(1 + ϕθ), deci ρ(1) =
(1 + ϕθ)(ϕ+ θ)

1 + 2ϕθ + θ2

Recursivitate

⊡ Pentru h ≥ 2: γ(h) = ϕγ(h − 1), deci ρ(h) = ϕ ρ(h − 1) ⇒ descres,tere exponent, ială de la lag 1
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Funct, ii de răspuns la impuls
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Propagarea s,ocurilor

⊡ Arată cum se propagă un s,oc unitar prin sistem în timp
⊡ AR: descres,tere exponent, ială sau oscilantă; MA: efect limitat la q perioade

TSA_ch2_arma
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Rezumat stat, ionaritate s, i invertibilitate

Condit, ii pentru un model ARMA(p,q) valid

⊡ Rezumat cerint,e:
Condit, ie Cerint,ă

Stat, ionaritate Rădăcinile lui ϕ(z) = 0 în afara cercului unitate
Invertibilitate Rădăcinile lui θ(z) = 0 în afara cercului unitate

Implicat, ii

⊡ Stat, ionaritate: Se poate scrie ca MA(∞): Xt = µ+
∑∞

j=0 ψjεt−j

⊡ Invertibilitate: Se poate scrie ca AR(∞): Xt = µ+
∑∞

j=1 πj(Xt−j − µ) + εt
⊡ Reprezentare cauzală: Xt depinde doar de s,ocurile trecute ⇒ necesară pentru prognoză
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Teorema de descompunere a lui Wold
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Cumulative Impulse Response

Long-run: 1/(1 ) = 5.0

Teorema Wold (1938)

⊡ Orice proces stat, ionar {Xt} poate fi descompus unic: Xt =
∞∑
j=0

ψjεt−j︸ ︷︷ ︸
componentă stochastică

+ Dt︸︷︷︸
deterministă

unde

ψ0 = 1,
∑
ψ2

j <∞, εt ∼ WN(0, σ2)
⊡ Implicat, ie: orice proces stat, ionar se poate scrie ca MA(∞)
⊡ ARMA este o aproximare parcimonioasă a lui MA(∞) cu un număr finit de parametri
(Reamintire din Capitolul 1 — pentru demonstrat,ie, vezi sect,iunea dedicată)

TSA_ch2_arma
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Metodologia Box-Jenkins

1. IDENTIFICATION

2. ESTIMATION

3. DIAGNOSTIC CHECKING

4. FORECASTING

Re-specify
if model

inadequate

Determine p, d, q
using ACF/PACF

Estimate parameters
via MLE or CSS

Residual analysis,
Ljung-Box test

Point forecasts
+ confidence intervals

Box-Jenkins Methodology

Abordare iterativă

⊡ Pas 1: Identificare (ACF/PACF, AIC/BIC)
⊡ Pas 2: Estimare (MLE, Yule-Walker)
⊡ Pas 3: Validare (reziduuri = zgomot alb?)
⊡ Pas 4: Prognoză

TSA_ch2_case_study
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Reguli de identificare ACF/PACF

Tipare teoretice pentru procese stat, ionare
Model Tipar ACF Tipar PACF

AR(1) Descres,tere exponent, ială Vârf la lag 1, apoi 0
AR(2) Exp./sinusoidă amortizată Vârfuri la lag-uri 1-2, apoi 0
AR(p) Scade gradual Se anulează după lag p

MA(1) Vârf la lag 1, apoi 0 Descres,tere exponent, ială
MA(2) Vârfuri la lag-uri 1-2, apoi 0 Exp./sinusoidă amortizată
MA(q) Se anulează după lag q Scade gradual

ARMA(p,q) Scade Scade

Model ACF Pattern PACF Pattern

AR(p) Exponential decay
or damped oscillation Cuts off after lag p

MA(q) Cuts off after lag q Exponential decay
or damped oscillation

ARMA(p,q) Exponential decay
after lag q-p

Exponential decay
after lag p-q

Model Identification: ACF/PACF Patterns

TSA_ch2_acf_pacf_patterns
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AIC vs BIC: select, ia modelului
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Interpretare

⊡ Heatmap: verde = AIC/BIC mic, □ = cel mai bun model
⊡ Practică: AIC ⇒ prognoză, BIC ⇒ identificare

TSA_ch2_model_selection
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Criterii informat, ionale
AIC (Akaike)

⊡ AIC = −2 ln(L̂) + 2k
⊡ Penalizare moderată

▶ Tinde să aleagă modele mai mari
▶ Optim pentru prognoză

BIC (Bayesian)

⊡ BIC = −2 ln(L̂) + k ln(n)
⊡ Penalizare mai puternică

▶ Preferă modele parcimonioase
▶ Consistent pentru identificare

⊡ unde: L̂ = maximul funct, iei de verosimilitate, k = nr. parametri estimat, i, n = dimensiunea
es,antionului

Reguli

⊡ Valori mai mici = model mai bun. Comparat, i modele pe aceleas, i date
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Principiul parcimoniei: echilibrul bias-variant,ă
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Model Complexity (Number of Parameters p + q)
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(High variance)

Parsimony Principle: Bias-Variance Trade-off

In-sample error (Training)
Out-of-sample error (Test)

Optimal complexity (p+q = 7)

Echilibrul bias-variant,ă

⊡ Prea simplu: bias mare (subajustare)
⊡ Prea complex: variant,ă mare (supraajustare)
⊡ Optim: intersect, ia curbelor; AIC/BIC ajută

TSA_ch2_model_selection
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Select, ia automată a modelului
Abordarea grid search

⊡ Estimat, i ARMA(p,q) pentru p = 0, . . . , pmax s, i q = 0, . . . , qmax

⊡ Selectat, i modelul cu cel mai mic AIC sau BIC; verificat, i cu teste de validare

În Python

⊡ pm.auto_arima() din pachetul pmdarima
⊡ Testează automat stat, ionaritatea, parcurge ordine (p, q), returnează cel mai bun model

Atent, ie

⊡ Select, ia automată nu este răspunsul final ⇒ verificat, i validitatea modelului
⊡ Auto-ARIMA complet (inclusiv select, ia lui d) ⇒ Capitolul 3
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Metode de estimare

Yule-Walker

Pros:

+ Simple computation

+ Closed-form solution

Cons:

- AR only

- Less efficient

Maximum Likelihood

Pros:

+ Most efficient

+ Works for ARMA

Cons:

- Iterative

- Local optima risk

Conditional LS

Pros:

+ Simple to implement

+ Fast computation

Cons:

- Biased for small n

- Ignores initial values

ARMA Parameter Estimation Methods

Recommendation: Use MLE for final estimation,
Yule-Walker for initial values

Cele trei abordări principale

⊡ Yule-Walker: formă închisă, doar AR; egalează autocorelat, iile din es,antion cu cele teoretice
⊡ MLE: cea mai eficientă s, i consistentă; necesită ipoteză de distribut, ie (Gaussiană)
⊡ Cele mai mici pătrate condit, ionate: compromis; minimizează suma pătratelor reziduurilor

TSA_ch2_estimation
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Ecuat, iile Yule-Walker pentru AR(p)
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Theoretical ACF for AR(2)
1 = 0.6, 2 = 0.2

(1) = 1 + 2 (1)

(2) = 1 (1) + 2

Matrix form: R =

R = autocorrelation matrix

Solution: = R 1

Yule-Walker Equations

Ideea principală

⊡ Relat, ie liniară: autocorelat, ii ↔ parametri AR
⊡ Formă închisă: fără optimizare numerică, matrice Toeplitz

TSA_ch2_estimation

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch2/TSA_ch2_estimation


Estimarea parametrilor 64

Ecuat, iile Yule-Walker: forma matriceală
Ecuat, iile Yule-Walker pentru AR(p)

⊡ ρ(k) = ϕ1ρ(k − 1) + ϕ2ρ(k − 2) + · · ·+ ϕpρ(k − p), k = 1, 2, . . . , p

Forma matriceală

⊡


ρ(0) ρ(1) · · · ρ(p − 1)
ρ(1) ρ(0) · · · ρ(p − 2)

...
...

. . .
...

ρ(p − 1) ρ(p − 2) · · · ρ(0)



ϕ1

ϕ2
...
ϕp

 =


ρ(1)
ρ(2)

...
ρ(p)


⊡ Estimare: Înlocuit, i ρ(k) cu ρ̂(k); matricea Toeplitz este simetrică s, i pozitiv definită
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Exemplu numeric: Yule-Walker pentru AR(2)
Date din es,antion (T = 100)

⊡ Autocorelat, ii estimate: ρ̂(1) = 0.75, ρ̂(2) = 0.65, variant,a estimată: γ̂(0) = 4.0

Pas 1: Sistemul matriceal

⊡ Yule-Walker: Rϕ̂ = ρ ⇒
(

1 0.75
0.75 1

)(
ϕ̂1

ϕ̂2

)
=

(
0.75
0.65

)
Pas 2: Rezolvare (regula lui Cramer)

⊡ det(R) = 1 − 0.752 = 0.4375
⊡ ϕ̂1 = 0.75−0.75×0.65

0.4375 = 0.600 ϕ̂2 = 0.65−0.752

0.4375 = 0.200

Pas 3: Variant,a zgomotului

⊡ σ̂2 = γ̂(0)(1 − ϕ̂1ρ̂(1)− ϕ̂2ρ̂(2)) = 4.0(1 − 0.45 − 0.13) = 1.68

Verificare stat, ionaritate

⊡ ϕ̂1 + ϕ̂2 = 0.8 < 1 ✓ |ϕ̂2| = 0.2 < 1 ✓ ϕ̂2 − ϕ̂1 = −0.4 < 1 ✓
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Demonstrat, ie: ecuat, iile Yule-Walker
Scop: Derivarea ρ(k) = ϕ1ρ(k − 1) + · · ·+ ϕpρ(k − p)

⊡ Pornim de la AR(p): Xt = ϕ1Xt−1 + · · ·+ ϕpXt−p + εt
⊡ Înmult, im cu Xt−k s, i luăm media:
⊡ E[XtXt−k ] = ϕ1E[Xt−1Xt−k ] + · · ·+ ϕpE[Xt−pXt−k ] + E[εtXt−k ]
⊡ Pentru k ≥ 1: E[εtXt−k ] = 0 ⇒ γ(k) = ϕ1γ(k − 1) + · · ·+ ϕpγ(k − p)

⊡ Împărt, ind la γ(0): ρ(k) = ϕ1ρ(k − 1) + ϕ2ρ(k − 2) + · · ·+ ϕpρ(k − p)

Cazul special AR(1)

⊡ ρ(k) = ϕ1ρ(k − 1) = ϕk
1 (folosind ρ(0) = 1)
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Estimarea prin metoda verosimilităt, ii maxime
Logaritmul funct, iei de verosimilitate ARMA(p,q) (erori gaussiene: εt ∼ N(0, σ2))

⊡ ℓ(ϕ,θ, σ2) = − n
2 ln(2π)− n

2 ln(σ2)− 1
2σ2

∑n
t=1 ε

2
t

⊡ εt sunt inovat, iile calculate recursiv

Procedura de estimare

⊡ Init, ializare: folosit, i metoda momentelor sau OLS (Metoda Celor Mai Mici Pătrate) pentru valori
init, iale

⊡ Optimizare: metode numerice (BFGS, Newton-Raphson)
⊡ Iterare până la convergent,ă

În practică

⊡ statsmodels.tsa.arima.model.ARIMA ⇒ implementează MLE exact cu init, ializare automată
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Erori standard s, i inferent,ă
Distribut, ia asimptotică a MLE
⊡ θ̂

d−→ N
(
θ0,

1
n
I(θ0)

−1), unde I(θ) este matricea informat, ională Fisher

⊡ I(θ) = −E
[
∂2 ln L(θ)
∂θ ∂θ′

]
⇒ curbura medie a funct, iei de verosimilitate

⊡ Matricea de variant,ă-covariant,ă estimată: V̂ = 1
n
Î−1

Ce este eroarea standard (SE)?

⊡ SE(θ̂j) =
√

V̂jj =

√
diagj

(
1
n
Î−1

)
⇒ măsoară incertitudinea estimării

⊡ Exemplu AR(1): SE(ϕ̂) ≈
√

(1 − ϕ̂2)/n; pentru ϕ̂ = 0.8, n = 100: SE ≈ 0.06
⊡ Interpretare: un SE mic ⇒ parametrul este estimat cu precizie ridicată

Testarea semnificat, iei parametrilor

⊡ H0 : θj = 0 Statistică: z =
θ̂j

SE(θ̂j )
∼ N(0, 1) asimptotic

⊡ Respinget, i dacă |z | > 1.96 la 5% ⇒ IC: θ̂j ± 1.96 · SE(θ̂j)
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Diagnosticarea reziduurilor
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Dacă modelul este corect specificat, reziduurile trebuie să fie zgomot alb

⊡ Graficul reziduurilor: fluctuat, ii aleatorii în jurul lui zero, variant,ă constantă
⊡ ACF reziduurilor: fără vârfuri semnificative ⇒ zgomot alb
⊡ Graficul Q-Q: punctele pe diagonală ⇒ distribut, ie normală; cozi groase ⇒ erori non-normale

Decizie

⊡ ✓ Toate verificările OK ⇒ model adecvat × Nesatisfăcut ⇒ revenit, i la identificare
TSA_ch2_diagnostics
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Testul Ljung-Box: ilustrat, ie vizuală
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Ljung-Box: p > 0.05
H0 not rejected

Good model: residuals = white noise
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Ljung-Box: p < 0.05
H0 rejected

Inadequate model: residual autocorrelation

Ljung-Box Test: good model vs inadequate model

Interpretare

⊡ Stânga: model bun ⇒ reziduuri zgomot alb
⊡ Dreapta: model inadecvat ⇒ autocorelat, ie reziduală ⇒ re-specificare necesară

TSA_ch2_diagnostics
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Testul Ljung-Box
Definit, ie 12 (Testul Ljung-Box)

⊡ Testează dacă reziduurile sunt distribuite independent (fără autocorelat, ie)

⊡ Statistică: Q(m) = n(n + 2)
∑m

k=1
ρ̂2
k

n−k

Ipoteze s, i distribut, ie

⊡ H0: Reziduurile sunt zgomot alb; H1: Reziduurile sunt autocorelate
⊡ Sub H0, Q(m) ∼ χ2(m − p − q) aproximativ

Decizie

⊡ p-value > 0.05 ⇒ nu respingem H0 ⇒ reziduurile sunt zgomot alb
⊡ p-value < 0.05 ⇒ autocorelat, ie reziduală ⇒ model inadecvat

TSA_ch2_diagnostics
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Lista de verificare a modelului
Un model ARMA bun ar trebui să îndeplinească

⊡ Stat, ionaritate: Rădăcinile AR în afara cercului unitate (arroots)
⊡ Invertibilitate: Rădăcinile MA în afara cercului unitate (maroots)
⊡ Reziduuri zgomot alb: Fără ACF semnificativ (testul Ljung-Box)
⊡ Reziduuri normale: Grafic Q-Q, testul Jarque-Bera
⊡ Fără heteroscedasticitate: Variant,ă constantă (testul ARCH)
⊡ Simplu: Cel mai mic AIC/BIC dintre modelele adecvate

Dacă verificările nu sunt satisfăcute

⊡ Revenit, i la identificare, încercat, i ordine diferite
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Prognoze punctuale

Prognoză optimă: X̂n+h|n = E[Xn+h|Xn,Xn−1, . . .]

⊡ Sperant,a condit, ionată minimizează MSE (Eroarea Medie Pătratică)

AR(1): Xt = c + ϕXt−1 + εt

⊡ X̂n+1|n = c + ϕXn; X̂n+h|n = µ+ ϕh(Xn − µ)
⊡ Prognozele converg la media µ când h → ∞ (revenire la medie)

MA(1): Xt = µ+ εt + θεt−1

⊡ X̂n+1|n = µ+ θεn; X̂n+h|n = µ pentru h > 1
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Incertitudinea prognozei
MSFE (Eroarea Medie Pătratică de Prognoză)

⊡ Eroarea: en+h|n = Xn+h − X̂n+h|n

⊡ MSFE: MSFE(h) = σ2 ∑h−1
j=0 ψ

2
j , unde ψj sunt coeficient, ii MA(∞)

Pentru AR(1): ψj = ϕj

⊡ MSFE(h) = σ2 1−ϕ2h

1−ϕ2 → σ2

1−ϕ2 = Var(Xt)

Observat, ie

⊡ Incertitudinea prognozei cres,te cu orizontul
⊡ Converge la variant,a necondit, ionată Var(Xt)
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Prognoza ARMA cu intervale de încredere

0 50 100 150 200
Time

4

2

0

2
X t

Forecasts revert
to mean

ARMA(1,1) Forecast with 95% Confidence Interval

Observed Forecast 95% CI Mean = -0.34

Observat, ie

⊡ Banda de încredere se lărges,te cu orizontul ⇒ convergent,ă la intervalul necondit, ionat
TSA_ch2_forecasting
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Demonstrat, ie: MSFE pentru AR(1)
Afirmat, ie

⊡ MSFE(h) = σ2 1−ϕ2h

1−ϕ2 s, i MSFE(∞) = γ(0)

Demonstrat, ie

⊡ Eroarea de prognoză la orizontul h: en+h|n = Xn+h − X̂n+h|n

⊡ Prin substitut, ie recursivă: en+h|n =
∑h−1

j=0 ϕ
jεn+h−j

⊡ MSFE(h) = E[e2
n+h|n] = σ2 ∑h−1

j=0 ϕ
2j = σ2 1 − ϕ2h

1 − ϕ2

⊡ Limita: MSFE(∞) = σ2

1−ϕ2 = γ(0) ⇒ prognoza converge la media necondit, ionată

Interpretare

⊡ La orizonturi lungi, nu facem mai bine decât media necondit, ionată: IC → 2 × 1.96
√
γ(0)
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Prognoza AR(1): revenirea la medie

0 20 40 60 80 100 120
Time
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X t

AR(1) Forecast: mean reversion ( = 0.8)

Historical Forecast 95% CI 80% CI Mean 

Proprietăt, i

⊡ Prognozele converg la media necondit, ionată µ pe măsură ce orizontul cres,te
⊡ |ϕ| mai mare ⇒ revenire mai lentă; IC se lărgesc cu orizontul

TSA_ch2_forecasting
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Variant,a erorii de prognoză în funct, ie de orizont
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Forecast Error Variance: AR(1) with = 0.8

Unconditional variance = 2.78
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Forecast Uncertainty Grows with Horizon

95% CI

Observat, ie

⊡ MSFE cres,te monoton cu orizontul h ⇒ convergent,ă la Var(Xt) (limita predictibilităt, ii)
TSA_ch2_forecasting
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Intervale de încredere pentru prognoze

Formule
⊡ Xn+h|Xn, . . . ∼ N

(
X̂n+h|n,MSFE(h)

)
⊡ IC (1 − α): X̂n+h|n ± zα/2 ·

√
MSFE(h), unde zα/2 = 1.96 pentru 95%

Proprietăt, i

⊡ Intervalele se lărgesc pe măsură ce orizontul cres,te
▶ Converg la intervalul necondit, ionat: µ± zα/2σX

⊡ Lăt, imea depinde de parametrii modelului
▶ Coeficient, i AR mai mari ⇒ intervale mai largi

⊡ Python: model.get_forecast(h).conf_int()
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Exemplu de prognoză train/validare/test

0 25 50 75 100 125 150 175 200
Time
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TEST
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ARMA Forecasting: Train/Validation/Test Split with 95% Confidence Intervals

Training Data
Validation (Actual)

Validation Forecast
Test (Actual)

Test Forecast 95% CI

Bună practică

⊡ Evaluat, i întotdeauna prognozele pe date neutilizate la estimare
⊡ Folosit, i împărt, ire antrenare/validare/test

TSA_ch2_forecasting
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Evaluarea prognozei

Testare în afara es,antionului

⊡ Împărt, it, i datele: antrenare + test
⊡ Generat, i prognoze pe test
⊡ Comparat, i cu valorile reale
⊡ Fereastră mobilă: re-estimat, i pe măsură ce

sosesc date noi

Metrici de eroare

⊡ MAE: Robust la valori extreme
⊡ RMSE: Penalizează erorile mari
⊡ MAPE: Procentual, interpretabil

(vezi Capitolul 0 pentru definit, iile complete ale
metricilor)
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Prognoza cu fereastră mobilă (rolling forecast)

0 25 50 75 100 125 150 175 200
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Training Test

Rolling window forecast

Actual data Rolling forecast (1-step)

Metodologia prognozei cu fereastră mobilă

⊡ Fereastră fixă (ultimele w obs.) vs expansivă (toate datele)
⊡ Generează prognoza 1-pas, actualizează fereastra, repetă

TSA_ch2_forecasting
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Fereastră mobilă vs prognoza multi-pas
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Rolling 1-step
RMSE = 0.89
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Rolling 1-step
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Direct multi-step
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Recursive

Comparison: Rolling vs Multi-step vs Recursive

Diferent,e

⊡ Fereastră mobilă 1-pas: cel mai precis, re-estimare la fiecare pas
⊡ Multi-pas direct: model separat pentru fiecare orizont
⊡ Recursiv: acumulare de erori la orizonturi mari

TSA_ch2_forecasting
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Aplicat, ie cu date reale: comparat, ie prognoze
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Forecast Comparison  Airline Passengers

Training Test (Actual) SES Holt Holt-Winters

Considerat, ii practice

⊡ Date reale: posibilă nestat, ionaritate, rupturi structurale
⊡ Comparat, i mai multe modele; folosit, i validare pe fereastră mobilă

TSA_ch2_forecasting
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Rezumat flux de lucru
Pas, ii metodologiei Box-Jenkins

⊡ 1. Pregătirea datelor: Verificat, i valori lipsă, valori aberante
▶ Transformat, i dacă este necesar (logaritm, diferent, iere)

⊡ 2. Verificarea stat, ionarităt, ii: Inspect, ie vizuală, teste formale (ADF – Augmented Dickey-Fuller,
KPSS)
▶ Diferent, iat, i dacă seria este nestat, ionară

⊡ 3. Identificarea modelului: Tipare ACF/PACF
▶ Grid search cu criterii informat, ionale (AIC, BIC)

⊡ 4. Estimare s, i validare: Estimat, i modelul, verificat, i semnificat, ia
▶ Analiză reziduală, testul Ljung-Box

⊡ 5. Prognoză: Prognoze punctuale cu IC
▶ Validare în afara es,antionului
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Studiu de caz: petele solare (sunspots)
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Sunspot activity (1700--2008)

Sunspots (annual)

Descrierea datelor

⊡ Pete solare anuale (1700–2008): serie stat, ionară cu cicluri de ∼11 ani
⊡ Aplicăm metodologia Box-Jenkins completă

TSA_ch2_case_study
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Pasul 1: analiza ACF/PACF
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ACF/PACF analysis for sunspots

Identificare

⊡ ACF sinusoidală (sugerează AR); PACF cu vârfuri la lag 1, 2, 9
⊡ Modele candidate: AR(2) sau AR(9); serie stat, ionară (d = 0)

TSA_ch2_case_study
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Pasul 2: compararea modelelor
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Model comparison: AIC and BIC

AIC BIC

Select, ia modelului

⊡ Comparăm mai multe modele candidate folosind criteriul AIC
⊡ Modelul AR(9) are cel mai mic AIC, capturând ciclul solar de 11 ani

TSA_ch2_case_study
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Pasul 3: diagnosticul modelului
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AR(9) Diagnostics for sunspots

Diagnosticul AR(9)

⊡ Reziduuri: zgomot alb, medie zero, variant,ă constantă
⊡ ACF fără structură reziduală; distribut, ie ≈ normală

TSA_ch2_case_study
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Pasul 4: prognoza
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Sunspot forecast: AR(9)

Historical Actual (test) AR(9) Forecast 95% CI

Rezultate

⊡ AR(9) captează ciclicitatea; IC 95% acoperă valorile reale
⊡ RMSE ≈ 30

TSA_ch2_case_study
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Exercit, iu AI: Gândire critică
Prompt de testat în ChatGPT / Claude / Copilot

“Descarcă de pe FRED indicele lunar al product,iei industriale din SUA (seria INDPRO) din 2010-01 până în 2024-12

(180 observat,ii). Calculează diferent,ele logaritmice lunare (rate de cres,tere). Estimează un model ARMA, fă

diagnosticul reziduurilor s, i prognozează pe 12 luni. Vreau cod Python complet cu grafice.”

Exercit,iu

1. Rulat, i prompt-ul într-un LLM (Large Language Model) la alegere s, i analizat, i critic răspunsul.
2. Verifică stat, ionaritatea datelor înainte de a estima ARMA? Justificat, i.
3. Cum alege ordinele p s, i q? Foloses,te ACF/PACF sau AIC/BIC?
4. Reziduurile sunt testate corect? (Ljung-Box, Q-Q, heteroscedasticitate)
5. Intervalele de încredere ale prognozei converg la media necondit, ionată?

Atent, ie: Codul generat de AI poate rula fără erori s, i arăta profesional. Asta nu înseamnă că e corect.
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Rezumat

Ce am învăt,at în acest capitol

⊡ Modele autoregresive AR(p)
▶ Depind de p valori trecute; stat, ionaritate: rădăcini în afara cercului unitate; PACF se anulează

la lag p

⊡ Modele de medie mobilă MA(q)
▶ Depind de q s,ocuri trecute; întotdeauna stat, ionare; ACF se anulează la lag q

⊡ Modele ARMA(p, q) s, i metodologia Box-Jenkins
▶ Combină AR s, i MA; identificare ⇒ estimare ⇒ validare ⇒ prognoză

⊡ Prognoze cu intervale de încredere
▶ Converg la media necondit, ionată; incertitudinea cres,te cu orizontul

Concluzie

⊡ Parcimonie: Începet, i cu modele simple (ordine mici), validat, i cu testul Ljung-Box s, i criterii
informat, ionale (AIC, BIC)
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Ce urmează?

Capitolul 3: Modele ARIMA pentru date nestat, ionare

⊡ Nestat, ionaritate: tipuri, teste de rădăcină unitate (ADF, PP, KPSS)
⊡ Diferent, ierea: operatorul diferent,ă s, i ordinul de integrare d
⊡ ARIMA(p, d , q): modele integrate pentru date nestat, ionare
⊡ Auto-ARIMA: select, ie automată a modelului complet
⊡ Studiu de caz: Prognoza PIB SUA

Întrebări?
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Întrebarea 1

Întrebare
⊡ Pentru ce valoare a lui ϕ este procesul AR(1) Xt = c + ϕXt−1 + εt stat, ionar?

Variante de răspuns

(A) ϕ = 1.2 (B) ϕ = 1.0 (C) ϕ = −0.8 (D) ϕ = −1.5
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Întrebarea 1: Răspuns

Răspuns corect: (C) ϕ = −0.8

⊡ AR(1) este stat, ionar dacă s, i numai dacă |ϕ| < 1
⊡ Doar | − 0.8| = 0.8 < 1
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TSA_ch2_ar1
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Întrebarea 2

Întrebare
⊡ Observat, i: ACF are vârf la lag 1, apoi se anulează. PACF scade gradual. Ce model?

Variante de răspuns

(A) AR(1) (B) MA(1) (C) ARMA(1,1) (D) Zgomot alb

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp



Quiz 97

Întrebarea 2: Răspuns

Răspuns corect: (B) MA(1)

⊡ ACF se anulează ⇒ proces MA
⊡ PACF scade ⇒ confirmă MA(1)
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TSA_ch2_ma1
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Întrebarea 3

Întrebare
⊡ Este MA(1) Xt = εt + 1.5εt−1 invertibil?

Variante de răspuns

(A) Da, procesele MA sunt întotdeauna invertibile

(B) Da, deoarece 1.5 > 0

(C) Nu, deoarece |θ| = 1.5 > 1

(D) Nu, procesele MA nu sunt niciodată invertibile
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Întrebarea 3: Răspuns

Răspuns corect: (C) Nu, deoarece |θ| = 1.5 > 1

⊡ Invertibilitatea necesită |θ| < 1
⊡ Aici |θ| = 1.5 > 1, deci nu este invertibil
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TSA_ch2_ma1
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Întrebarea 4

Întrebare
⊡ Forma compactă ϕ(L)Xt = θ(L)εt reprezintă ce model?

Variante de răspuns

(A) Model AR pur (B) Model MA pur (C) Model ARMA (D) Niciunul de mai sus
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Întrebarea 4: Răspuns

Răspuns corect: (C) Model ARMA

⊡ ϕ(L) este polinomul AR, θ(L) este polinomul MA ⇒ ARMA(p,q)
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ARMA(1,1): neither ACF nor PACF cut off

TSA_ch2_arma
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Întrebarea 5

Întrebare
⊡ Ce este (1 − L)2Xt?

Variante de răspuns

(A) Xt − Xt−1 (B) Xt − 2Xt−1 + Xt−2 (C) Xt + Xt−1 + Xt−2 (D) Xt − Xt−2
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Întrebarea 5: Răspuns

Răspuns corect: (B) Xt − 2Xt−1 + Xt−2

⊡ (1 − L)2 = 1 − 2L+ L2

⊡ (1 − L)2Xt = Xt − 2Xt−1 + Xt−2
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First Difference Xt = (1 L)Xt

Mean = 0.39
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Second Difference 2Xt = (1 L)2Xt

Lag Operator Summary

Notation:
  L X_t = X_{t-1}     (one lag)
  L^k X_t = X_{t-k}   (k lags)

Difference Operator:
   = (1 - L)
  X_t = X_t - X_{t-1}

Second Difference:
  ² = (1-L)² = 1 - 2L + L²
  ²X_t = X_t - 2X_{t-1} + X_{t-2}

AR(p) in Lag Notation:
  (L)X_t = _t
  where (L) = 1 - L - L² - ... - L

MA(q) in Lag Notation:
  X_t = (L) _t
  where (L) = 1 + L + L² + ... + qLq

ARMA(p,q):
  (L)X_t = (L) _t

TSA_ch2_lag_operator
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Întrebarea 6

Întrebare
⊡ Comparând ARMA(1,1) vs ARMA(2,1) folosind BIC, care este corect?

Variante de răspuns

(A) BIC mai mic înseamnă întotdeauna prognoze mai bune

(B) BIC penalizează complexitatea mai put, in decât AIC

(C) Modelul cu BIC mai mic este preferat

(D) BIC poate compara doar modele cu acelas, i număr de parametri
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Întrebarea 6: Răspuns

Răspuns corect: (C) Modelul cu BIC mai mic este preferat

⊡ BIC mai mic indică un echilibru mai bun între calitatea estimării s, i complexitate
⊡ BIC penalizează complexitatea mai mult decât AIC
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Întrebarea 7

Întrebare
⊡ După estimarea unui model ARMA, rulat, i testul Ljung-Box pe reziduuri s, i obt, inet, i p-value = 0.03.

Ce înseamnă asta?

Variante de răspuns

(A) Modelul este adecvat, reziduurile sunt zgomot alb

(B) Modelul este inadecvat, reziduurile au autocorelat, ie

(C) Trebuie să cres,tet, i dimensiunea es,antionului

(D) Testul este neconcludent
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Întrebarea 7: Răspuns

Răspuns corect: (B) Modelul este inadecvat

⊡ p-value < 0.05 respinge H0 (zgomot alb)
⊡ Indică autocorelat, ie reziduală rămasă
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Întrebarea 8

Întrebare
⊡ Pentru un model AR(1) stat, ionar, ce se întâmplă cu prognozele când orizontul h → ∞?

Variante de răspuns

(A) Prognozele cresc nelimitat

(B) Prognozele oscilează la nesfârs, it

(C) Prognozele converg la media necondit, ionată µ

(D) Prognozele devin mai precise
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Întrebarea 8: Răspuns

Răspuns corect: (C) Prognozele converg la µ

⊡ X̂n+h|n = µ+ ϕh(Xn − µ) → µ când h → ∞ (deoarece |ϕ| < 1)
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Întrebarea 9

Întrebare
⊡ Fie un proces AR(1) cu ϕ = 0.6 s, i σ2 = 4. Cât este Var(Xt)?

Variante de răspuns

(A) 4.0 (B) 5.56 (C) 6.25 (D) 10.0
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Întrebarea 9: Răspuns

Răspuns corect: (C) 6.25

⊡ Var(Xt) =
σ2

1−ϕ2 = 4
1−0.36 = 4

0.64 = 6.25
⊡ Variant,a procesului este mai mare decât σ2 din cauza persistent,ei
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Întrebarea 10

Întrebare
⊡ Fie un proces MA(1) cu θ = 0.5. Cât este ρ(1)?

Variante de răspuns

(A) 0.50 (B) 0.40 (C) 0.25 (D) 0.33
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Întrebarea 10: Răspuns

Răspuns corect: (B) 0.40

⊡ ρ(1) = θ
1+θ2 = 0.5

1+0.25 = 0.5
1.25 = 0.40

⊡ Observat, i că ρ(1) < θ — autocorelat, ia este întotdeauna atenuată
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Întrebarea 11

Întrebare
⊡ Care afirmat, ie despre ACF-ul unui ARMA(1,1) este adevărată?

Variante de răspuns

(A) Se anulează după lag 1

(B) Descres,tere exponent, ială începând de la lag 1, cu ρ(1) ̸= ϕ

(C) Este zero pentru toate lag-urile

(D) Urmează exact tiparul ϕh pentru orice h ≥ 0
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Întrebarea 11: Răspuns

Răspuns corect: (B) Descres,tere exponent, ială de la lag 1, cu ρ(1) ̸= ϕ

⊡ ρ(1) = (1+ϕθ)(ϕ+θ)
1+2ϕθ+θ2 ̸= ϕ (componenta MA modifică lag-ul 1)

⊡ Pentru h ≥ 2: ρ(h) = ϕ ρ(h − 1) — descres,tere exponent, ială ca la AR(1)
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Întrebarea 12

Întrebare
⊡ Un proces AR(2) are ϕ1 = 0.8 s, i ϕ2 = 0.3. Este stat, ionar?

Variante de răspuns

(A) Da, este stat, ionar

(B) Nu, deoarece ϕ1 + ϕ2 = 1.1 > 1

(C) Nu se poate determina fără date

(D) Depinde de valoarea lui σ2
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Întrebarea 12: Răspuns

Răspuns corect: (B) Nu, deoarece ϕ1 + ϕ2 = 1.1 > 1

⊡ Condit, iile necesare pentru stat, ionaritate AR(2):
⊡ ϕ1 + ϕ2 < 1, ϕ2 − ϕ1 < 1, |ϕ2| < 1
⊡ Aici 0.8 + 0.3 = 1.1 > 1 ⇒ prima condit, ie este încălcată
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Întrebarea 13

Întrebare
⊡ Ce garantează teorema descompunerii Wold?

Variante de răspuns

(A) Orice serie de timp este un proces AR

(B) Orice proces stat, ionar se poate scrie ca MA(∞): Xt =
∑∞

j=0 ψjεt−j

(C) Orice proces are variant,ă finită

(D) Modelele ARMA sunt întotdeauna invertibile
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Întrebarea 13: Răspuns

Răspuns corect: (B) Orice proces stat, ionar = MA(∞)

⊡ Teorema Wold: Xt =
∑∞

j=0 ψjεt−j + Dt , unde Dt este componenta deterministă
⊡ Aceasta justifică modelele ARMA: sunt aproximări parcimonioase ale lui MA(∞)
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Întrebarea 14

Întrebare
⊡ AR(1) cu ϕ = 0.9, σ2 = 1. Ce se întâmplă cu lăt, imea IC pe măsură ce h → ∞?

Variante de răspuns

(A) Rămâne constantă

(B) Scade la zero

(C) Cres,te spre 2 × 1.96 ×
√

1/(1 − 0.81) ≈ 9.0

(D) Cres,te la infinit
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Întrebarea 14: Răspuns

Răspuns corect: (C) Cres,te spre ≈ 9.0

⊡ MSFE(∞) = σ2

1−ϕ2 = 1
1−0.81 = 1

0.19 ≈ 5.26
⊡ Lăt, imea IC = 2 × 1.96

√
5.26 ≈ 2 × 1.96 × 2.29 ≈ 9.0
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Vă Mult,umim!

Întrebări?

Materialele cursului sunt disponibile la: https://danpele.github.io/Time-Series-Analysis/

Quantlet Quantinar
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