O Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
’ Capitolul 5: Modele ARCH/GARCH pentru Volatilitate K_/

Daniel Traian PELE

Academia de Studii Economice din Bucuresti

IDA Institute Digital Assets

Blockchain Research Center

AI4EFin Artificial Intelligence for Energy Finance
Academia Romans, Institutul de Prognozd Economic3
MSCA Digital Finance


https://www.ase.ro
https://theida.net
https://blockchain-research-center.com
https://www.ai4efin.ase.ro
https://ipe.ro/new
https://www.digital-finance-msca.com
https://quantlet.com
https://quantinar.com

Motivatie

Obiective de invatare

La finalul acestui capitol, veti fi capabili sa:

1. Intelegeti volatility clustering si faptele stilizate ale randamentelor financiare

2. Estimati si interpretati modele ARCH (Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) si GARCH (Generalized
ARCH)

3. Aplicati modele asimetrice (EGARCH — Exponential GARCH, GJR-GARCH — Glosten-Jagannathan-Runkle)
pentru efectul de levier

4. Efectuati validarea si selectarea modelelor

5. Prognozati volatilitatea si calculati Value at Risk (VaR)

Competente practice

[ Implementare Python cu pachetul arch (estimare, prognozi, diagnostic)
[ Interpretarea parametrilor si a persistentei volatilitatii

[ Calculul VaR pentru managementul riscului (backtesting si validare)
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Motivatie

Cuprins

Fundamente teoretice
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Motivatie si fapte stilizate (regularititi empirice
consistente)

Modelul ARCH

Modelul GARCH si extensii

Modele GARCH asimetrice
Selectarea si diagnosticarea modelelor

Prognoza volatilitatii

Aplicatii si studii de caz

|
|
|
|
|
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VaR, ES si backtesting

Studiu de caz: S&P 500

Studiu de caz: Bitcoin

Modele GARCH multivariate — Cap. 5b
Utilizare IA in econometrie

Rezumat si quiz
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Introducere in Modelarea Volatilitatii

Volatility clustering

[] Perioadele de volatilitate mare sunt urmate de perioade de volatilitate mare, iar perioadele de volatilitate redus3
sunt urmate de perioade de volatilitate redus3

[] Takeaway: Volatility clustering este vizibil chiar inainte de modelare — este primul semn c3 varianta nu este
constanta

4 500 - Daly Returns (Real Data)
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Q TSA_chs_ clustering
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https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch5/TSA_ch5_clustering

Introducere in Modelarea Volatilitatii

De ce modelam volatilitatea?

Observatii empirice in seriile financiare

[J Randamentele prezint3 volatility clustering — perioadele de volatilitate ridicatd sunt urmate de perioade
similare

[J Distributia randamentelor are cozi groase (leptokurtosis — distributie cu cozi mai groase decat normala,
kurtosis > 3)

[ Corelatia randamentelor ~ 0, dar corelatia patratelor este semnificativa

[0 Volatilitatea rdspunde asimetric la socuri (leverage effect — sc3derile de pret cresc volatilitatea mai mult decat
cresterile de aceeasi magnitudine)

Ideea centrala a capitolului

[J Chiar daca randamentele sunt greu de prognozat, volatilitatea lor este adesea prognozabila.

[0 Modelele ARIMA presupun varianta constanta (homoscedasticitate) — ipotez3 nerealistd pentru seriile
financiare
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Introducere in Modelarea Volatilitatii

De ce ne pasa de volatilitate conditionata?

Aplicatii directe in finante

=

E = = [E (=

Concluzie

&l

Value at Risk (VaR) si Expected Shortfall (ES): cerinte de capital Basel IlI/IV (cadrul de reglementare
bancard international)

Pretul optiunilor: volatilitatea implicit3 vs realizat3

Hedging dinamic: rapoarte de acoperire optime hf = 012,¢/022 ¢

Margining: casele de compensare recalculeaz3 zilnic marjele

Capital economic / reglementar: FRTB (Fundamental Review of the Trading Book), stress testing

Alocarea portofoliului: ponderi Markowitz cu H; variabild in timp

Volatilitatea conditionatd nu este un exercitiu academic — este ingredientul central al managementului
cantitativ al riscului

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp



Introducere in Modelarea Volatilitatii

Exemplu: DAX — volatility clustering

[0 Randamente zilnice DAX (2015-2024): volatility clustering pronuntat
» Episoade de volatilitate extrem3 in perioadele de crizd (Brexit 2016, COVID 2020, rizboiul din Ucraina 2022)

[ Zonele rosii marcheazi regimurile de volatilitate ridicatd (top 10% din volatilitatea pe 21 zile)

» Perioadele de calm si agitatie se succed — nu apar aleatoriu
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Introducere in Modelarea Volatilitatii

Exemplu: DAX — volatility clustering

[J Takeaway: Randamentele zilnice arat3 alternanta calm/crizi — un model cu variantd constantd nu capteaz3
acest fenomen

DAX Daily Returns (2015-2024) — Volatility Clustering

(Bl

—104

Returns (%)

2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023 2024 2025

Date
—— Daily Returns (%) High Volatility Regimes (top 10%)

Q TSA chs_clustering
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https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch5/TSA_ch5_clustering

Introducere in Modelarea Volatilitatii

Fapte stilizate ale randamentelor financiare

Proprietati observate

(] Absenta autocorelatiei in randamente
» Corr(rt, rr—x) =~ 0 — randamentele sunt imprevizibile
[ Autocorelatie in r2, |r¢|
» Corr(r?, rtz_k) > 0 — volatilitatea este predictibild
[ Cozi groase (kurtosis — masura ,,grosimii" cozilor distributiei; Normal: x = 3; aici > 3)
» Mai multe valori extreme decat prevede distributia normala
[1 Leverage effect
» Socurile negative cresc volatilitatea mai mult decat cele pozitive

[ Volatility clustering
» Perioadele de volatilitate mare sunt urmate de volatilitate mare
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Introducere in Modelarea Volatilitatii 10

Fapte stilizate ale randamentelor financiare

'ACF of S&P 500 Returns ACF of Squared Returns
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Q TSA_chs_ stylized
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https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch5/TSA_ch5_stylized

Introducere in Modelarea Volatilitatii

11

Exemplu: Bitcoin — evidenta pentru efecte ARCH
[ ACF (Autocorrelation Function) pe r? semnificativi la multe lag-uri = efecte ARCH prezente

[J Takeaway: ACF pe pitrate sugereazd dependentd in momentul al doilea — chiar dacd ACF pe randamente =~ 0

ACF of Squared Returns (Evidence for GARCH)
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Q TSA_chs_btc_arch
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https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch5/TSA_ch5_btc_arch

Introducere in Modelarea Volatilitatii

Heteroscedasticitate conditionata
Definitie 1 (Varianta Conditionata)
Pentru o serie de randamente {r;}, varianta conditionatd la momentul t:

o2 = Var(re | Fe—1) = E[(re — pe)? | Fe—1]

unde F;_1 = informatia disponibild pan3d la t—1.
Modelul general
(independent si identic distribuit)

2t ~1i.i.d.(0,1)

re = pt + €, €t = OtZt,

B u: = media conditionats (ARMA); o2 = varianta conditionatd (GARCH)
inovatii standardizate (Normal, Student-t, GED — Generalized Error Distribution)

E]Zt:
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Introducere in Modelarea Volatilitatii

13

Volatilitate conditionata vs neconditionata

Interpretare

[ Volatilitate conditionata o; (GARCH): variabild in timp, reactioneazi la informatii noi
[J Volatilitate neconditionata ¢ = \/w/(1 — a — 8): nivel constant pe termen lung

[ Zone rosii: o+ > & (perioade de stres); zone albastre: o+ < & (perioade calme)

Peak: 7.1% Conditional vs Unconditional Volatility: S&P 500 (GARCH(1,1))
v

~—— Conditional volatility o (GARCH)
—— Unconditional volatility 6= 1.18%

Volatiity (%)

2020 2021 2022 2023 2024 2025
Date

2026

Q TSA_chs_cond_vs_uncond
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https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch5/TSA_ch5_cond_vs_uncond

Modelul ARCH 14
Cuprins
] Modelul ARCH
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Modelul ARCH 15

Portret de cercetator: Engle & Bollerslev

r —
N [ Robert Engle: economist american la NYU Stern. Premiul Nobel (2003) ,pentru
; metode de analizd a seriilor economice cu volatilitate variabild in timp (ARCH)"
Robert Engle (*1942) [J Tim Bollerslev: economist danez-american la Duke University, doctorand al lui Engle
Premiul Nobel 2003
W wikin, n)

Contributii principale

[0 Modelul ARCH (Engle, 1982) — heteroscedasticitate conditionats autoregresivi
[0 Modelul GARCH (Bollerslev, 1986) — ARCH generalizat cu volatilitate persistents

Tim Bollerslev (*1958) TR a - . q A - =
[J Volatilitatea realizata si econometria de Tnaltd frecventa

W wikipedia (en)
[0 Fundamentul managementului modern al riscului financiar (VaR, ES)

Baza econometriei moderne a volatilitatii si a managementului cantitativ al riscului.
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Modelul ARCH

Modelul ARCH(q) — Engle (1982)

Definitie 1 (ARCH(q))

Modelul Autoregressive Conditional Heteroskedasticity de ordin g:

q
et = otz, z+ ~i.i.d.(0,1), af =w+ g a,-aff,—
i=1

Restrictii pentru stationaritate

[ w > 0 (nivel de baz3 pozitiv), «; > 0 (non-negativitate)
O >7 , aj < 1 (stationaritate)
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Modelul ARCH 17

Simulare ARCH(1): Efectul parametrului o

Interpretare

[ Cu cat o este mai mare, cu atat volatilitatea reactioneazd mai puternic la socuri recente

ARCH(1):a =03 ARCH(1):a =05

M

. &\ \,Nv‘w&%ﬂ/ﬂ(w \M | J’M 'V JH

0 v
ARCH(1):a =07 ARCH(1):a=09

A

Q TSA_chs_arch_sim
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Modelul ARCH 18

Simulare ARCH(1): ce observam fin serie?

Citirea graficului de simulare

[ « mic (e.g., 0.1): seria aratd aproape ca zgomot alb — clustering usor, spike-uri rare
[0 o moderat (e.g., 0.5): spike-uri vizibile, dar se sting rapid (1-2 perioade) — “memorie scurt3”

[ o mare (e.g., 0.9): volatilitate explozivd — spike-uri foarte mari, dar tot fard persistents realsd

Diferenta cheie: ARCH vs GARCH
[J ARCH reactioneazi doar la ultimul soc (¢2 ;) — volatilitatea creste brusc dar scade la fel de brusc
[J Nu capteazd perioadele lungi de volatilitate ridicatd observate pe piete

[J GARCH adauga ,Baf_l = "memorie”

Exemplu vizual

[0 Comparati: in simularea ARCH(1), benzile +20 au spike-uri inguste (1 zi)
[1 Pe S&P 500 real, episoadele de volatilitate dureazd siptamani = ARCH este insuficient
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Modelul ARCH 19

Proprietati ale modelului ARCH(1)

Propozitie 1 (Proprietati ARCH(l)

t _W+01‘~t 1)

[J Varianta neconditionaté: E[e?] = 7

(daca a1 <1)

[1 Kurtosis: x =3 -

(daca a? < 1/3; z: ~ N(0,1))

[J Kurtosis > 3 pentru a3 > 0 = cozi groase!

Observatie 1 (Dependenta de distributia inovatiilor)

Formula presupune z; ~ N(0, 1); sub Student-t, kurtosisul neconditionat se modific3

Exemplu numeric

[J Dacd w = 0.0001 si a3 = 0.3:

» Varianta neconditionats: o2 = 20%01 0.000143
> Kurtosis: £ =3-1=099 =374>3
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Modelul ARCH 20

Demonstratie: varianta neconditionata ARCH(1)

Fie et = 0tze cu ze ~ N(0,1) si 07 = w + cne?_;.
Pasul 1: Aplicim media neconditionat:
E[ef] = E[o7 2] = E[o?] - E[27] = E[07]

(independents: af este Fy_1-masurabil, zz 1L Fr_1)

Pasul 2: Aplicim media ecuatiei variantei:
E[of] = Elw + caef_;] = w + uE[ef_,]

Pasul 3: Prin stationaritate, E[?] = E[e2_ ;] = o2
P’ =w+aao® = 02(1—a1):w

Rezultat: | 0° = (necesitd a1 < 1 pentru stationaritate) O
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Modelul ARCH 21

Demonstratie: kurtosis ARCH(1)

Pentru et = o¢z; cu z¢ ~ N(0,1):
Pasul 1: E[e}] = E[o7] - E[z}] = 3E[0}] (deoarece E[z*] = 3)

Pasul 2: Folosind 02 = w + a1e?_;:

E[U?] =E[(w+ alsf_l)z] = w? + 2waio? + a%]E[s?_l]

Pasul 3: Rezolvand recurenta:

E[e?] 1-of

T EE? T 1302

Interpretare

[ k > 3 pentru orice a1 > 0 = cozi groase (leptokurtosis)

[ Necesitd a1 < 1/\/§ ~ 0.577 pentru moment de ordin 4 finit

] ARCH genereaza in mod natural distributii cu cozi groase.
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Modelul ARCH 22

Distributia Normala (Gaussiana)

Densitatea de probabilitate (PDF)

O f(x|po)= a\}ﬁ exp(— (X;(j‘;)z); Parametri: p (medie), o > 0 (abatere standard)

[ Kurtosis: k = 3 (referintd — distributia mesokurtic3)
[ Limitare: subestimeaza frecventa valorilor extreme in seriile financiare

Normal Distribution — PDF

0.8
0.7
0.6
0.5
Zoa
03
02
01

0.0

Q TSA chs_distributions
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https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch5/TSA_ch5_distributions

Modelul ARCH 23

Distributia Student-t

el = e (14 £) 7Y

v > 2; v — oo = N(0,1); Kurtosis: k =3+ 6/(r—4). Avantaj: cozi groase controlate de v

Student-t Distribution — PDF

x
—= NomelN(0,1) — Studenttyu=3 —— Studenttv=5 — Studentf,v=10 — Studentt,v=30

Q TSA_chs_ distributions
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https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch5/TSA_ch5_distributions

Modelul ARCH 24

Distributia GED iGeneraIized Error Distributioni
vex = 1| x|¥ —, /v
f(x\u):wi(l/ij‘r?l‘/y)), A= 22/,%

v=2: Normal; v=1: Laplace; v—o0o: Uniform. Avantaj: un parametru controleazd forma distributiei

Error (GED) — PDF

Q TSA_chs_ distributions
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https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch5/TSA_ch5_distributions

Modelul ARCH

Testarea efectelor ARCH

Testul Engle (ARCH-LM)
Procedura:

1. Estimeazd modelul pentru medie si obtine reziduurile &;

2 R 5 & lag-uril le: A & g
egreseaza ¢ pe lag-urile sale €2 =Po+ Pl y + -+ qugffq + U

3. Statistica LM = T - R? ~ x?(q)

Ipoteze

[ Ho: Nu existd efecte ARCH (81 = --- = 84 = 0)
[ Hi: Existd efecte ARCH (cel putin un 3; # 0)

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp



Modelul ARCH 26

Corelograma patratelor reziduurilor

Diagnostic vizual pentru efecte ARCH

[] Daca é&; sunt i.i.d., atunci é? nu prezinta autocorelatie

B ACF semnificativd a lui £2 = heteroscedasticitate conditionata

S&P 500 — Autocorrelation of Squared Returns

ACF of Squared Returns PACF of Squared Returns
1.00 1.00
0.75 0.75
0.50 0.50
0.25 0.25
06D IlIIInnTTTTTITTTTTTTT"TT"TTTTT!"T" 0ED ”'TTT..!-' 9900.20 0 . % _ oo
! M Y SRR g v seesey
-0.25 -0.25
-0.50 -0.50
-0.75 -0.75
-1.00 T T T T T T T — -1.00 1 T T T v T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Lag Lag

Q TSA_chs_ diagnostic
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Modelul ARCH

Limitari ale modelului ARCH

Probleme practice

Ordin mare — de obicei sunt necesare multe lag-uri (g mare)
Multi parametri — dificult3ti de estimare

Restrictii de non-negativitate — greu de impus pentru g mare

> @M=

Nu captureaza persistenta — volatilitatea observat3 este foarte persistentd

Solutia

[J Modelul GARCH — introduce lag-uri ale variantei conditionate pentru a captura persistenta cu mai putini
parametri.
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Modelul GARCH 28
Cuprins
[] Modelul GARCH
Analiza si Prognoza Seriilor de Timp oS



Modelul GARCH 29

Modelul GARCH(1,1)

De ce GARCH? Limitarile ARCH

[0 ARCH(q) necesitd multe lag-uri pentru a captura persistenta volatilititii = multi parametri, restrictii dificile

[J GARCH rezolvd problema ad3ugand un singur termen: ‘7?71

Cel mai popular model de volatilitate

2 _ 2 2
O of =w+ae;_; +Bo;_,

Propozitie 1 (Restrictii si proprietati GARCH(1,1))

Hw>0a>0, >0, a+p <1 (stationaritate)

Half-life: HL = n(0:5)

=0) o
Lo = 1—a—pB" In(a+)
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Modelul GARCH 30

Modelul GARCH(1,1): volatilitate conditionata vs |r;|

Interpretare

[ 6+ (rosu) urmareste fidel |r:| (gri) — GARCH capteaz3 dinamica volatilit3tii
@ Tn crize (2020, 2022): 6+ creste rapid; in calm: revine la media de echilibru

S&P 500: GARCH(1,1) Conditional Volatility vs Absolute Returns

Volatility / |Returns| (%)

2018 2019 2020 2021 2022 2023 2024 2025
Date

|Returns| (%) ~—— GARCH(1,1) Conditional Volatility 6

Q TSA chs_garch
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Modelul GARCH 31

Modelul GARCH(p,q) — Bollerslev (1986)

Definitie 1 (GARCH(p.q))

Modelul Generalized ARCH:
Et = OtZt, Zy ~ ||d(0, 1)

q p
2 2 2
o =w+t § ajgr_j + E :5j0't7j
=i =

Interpretare

[ w = nivel de baz3 al volatilitatii
[ «; = reactia la socuri recente (coeficienti de impact)
[l j; = persistenta volatilitatii (memorie)

[ o+ B = persistenta totalad
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Modelul GARCH 32

Cum citesc un model GARCH in 30 de secunde

Structura unui model GARCH(1,1)

L Ecuatia mediei: rt = K + €t, €t = OtZt, Zy D(O, 1)

[] Ecuatia variantei: 2 2 2
’ ’ or = w ae o

t =W+ -1 t+ Boia

baz3 reactie la soc  persistenta

Interpretare economica a parametrilor

[J o mare = piat3 foarte sensibila la informatie noud (socuri bruste)
[l 8 mare = socurile de volatilitate se sting lent (inertie)
[ «+ S aproape de 1 = volatilitate foarte persistenta (aproape de IGARCH)

O w/(1 — a — B) = varianta neconditionatd (nivelul de echilibru pe termen lung)

Alegerea distributiei z:

[J Normal: simplu, dar subestimeaz3 riscul de coad3

[] Student-t: cozi mai groase = VaR mai realist; alegerea standard in practic3d
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Modelul GARCH 83

Simulare GARCH(1,1): efectul persistentei

Interpretare

[l o controleaza reactia la socuri
[ B controleaza persistenta
[] Suma a + B determin3 viteza de revenire la medie

Dby bt

Q TSA_chs_garch_sim
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https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch5/TSA_ch5_garch_sim

Modelul GARCH

Simulare GARCH(1,1): ce observam in serie?

Citirea graficului de simulare

[ a+ B mic (0.7): volatilitatea revine rapid la medie — serie aproape de zgomot alb

[ «+ B moderat (0.95): episoade de volatilitate dureazd siptdmani — asem3nitor seriilor financiare

B a+ B ~1(0.99): volatilitatea persist3 luni de zile — half-life ~ 69 zile

Identificare vizuala: half-life

[ Half-life: HL = In(0.5)/ In(a + B)

0 a+ B =0.95 HL~ 14 zile (2 sdpt.) o+ 5 =0.988: HL ~ 58 zile (3 luni, tipic S&P 500)

Regula practica
Dac3 benzile +20; nu revin la normal in 1-2 luni, piata are persistent3 ridicatd (a + 8 > 0.97)
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Modelul GARCH 85

Demonstratie: varianta neconditionata GARCH(1,1)

Demonstratie.

2 _ 2 2 .
Pentru of = w + ae;_; + Bo;_;:

Pasul 1: Aplicim media neconditionatd: E[o?] = w + aE[e?_;] + BE[02_,]
Pasul 2: Prin stationaritate, E[o?] = E[02 ] = 52 si E[e?] = 6°: 5% = w + (a + B)5°

Pasul 3: Rezolvim: 52(1 —a—f) =w = |52 = @ O
l—-a—p

Conditie de stationaritate

[J Necesitd oo + 8 < 1 pentru variantd neconditionat3 finit3

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o



Modelul GARCH 36

Demonstratie: kurtosis GARCH(1,1)

Pentru e; = otz cu z ~ N(0,1) si 02 = w + a6571 + 50?71:
Pasul 1: E[e}] = E[o¢z}] = 3[E£af] (deoarece E[z*] = 3)
Pasul 2: Folosind 62 = w + agf_; + Bog_4, ridicam la patrat:
E[o%] = E[(w + as2_, + Bo?_,)?]

Expand3m si folosim stationaritatea (E[of] = E[o}_,], E[e}] = 3E[0?]):
E[o#] = w? + 2w(a + B)32 + (302 + 208 + B°)E[o?_,]

Pasul 3: Rezolvand recurenta:
C_Eefl _, _ 1-(atpP
T EE? T T 1-(a+p)P-202

Interpretare

[ Necesitd 1 — (a + 8)2 — 2a2 > 0 pentru moment de ordin 4 finit
] GARCH genereaza mai mult kurtosis decat ARCH deoarece 3 > 0 amplificd persistenta
[0 Cu a=0.088, 8 = 0.900: k=~ 5.6 (vs. ARCH(1): s =~ 3.05)

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp



Modelul GARCH 37

Teorie vs. practica: decalajul de kurtosis
Kurtosis-ul modelului ARCH(1) este prea mic

[0 Pentru randamente tipice de actiuni: a; =~ 0.09 (S&P 500)

. s _ . 1-009%
B Kurtosis-ul teoretic: k =3+ ;=5 "5 ~ 3.05

[J Kurtosis-ul empiric al S&P 500: « ~ 13.8

Decalajul de kurtosis

3.05 < 13.8
<~ <~
ARCH(1)-Normal Empiric

[0 ARCH(1) cu inovatii gaussiene nu poate reproduce kurtosis-ul extrem observat in datele financiare

Solutii

[ Inovatii Student-t: z; ~ t, adaugd kurtosis din distributia ins3si
[0 GARCH(1,1): persistenta (3 > 0) genereaza kurtosis suplimentar
[J Ambele combinate: Student-t GARCH captureazi s >> 3 observat in practica

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp oS
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GARCH(1,1) ca ARMA pentru £2
Propozitie 2 (Reprezentare ARMA(1,1) a GARCH(1,1))

[ Definim vy = €2 — 02 (socul variantei). Atunci:

z—:f =w+(a+ 5)53_1 + v — Bri—a

[J Aceasta este un ARMA(L,1) pentru £2.

Implicatii

[ ACF al €2 decade exponential (ca ARMA)
[J Persistenta este datd de oo +
[0 PACF (Partial ACF) poate ajuta la identificarea ordinului

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o



Modelul GARCH 39

Demonstratie: Reprezentarea ARMA a GARCH(1,1)

Pasul 1: Definim socul variantei: v; = e2 — o2
O E[ve|Fi—1] = E[e?|Fi-1] —07 =07 —02 =0

[J v este o secventd diferentd de martingal
Pasul 2: fnlocuim 62 = €2 — v, in ecuatia GARCH:

2 2 2
e — vt =w+aegr_y + Ber_1 — Vi—1)

Pasul 3: Rearanjam:
& =w+(a+B)ei_ +ve — fria

Rezultat: ARMA(1,1) cu coeficient AR ¢ = ac+ 3 si coeficient MA § = —f3. O

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o



Modelul GARCH 40

Demonstratie: persistenta volatilitatii si half-life

Propozitie 3 (Prognoza multi-pas GARCH(1,1))

B Et[U?+h] =352+ (v + B)hil(girl - 52)

[ Pasul 1: Notim ¢ = o+ 8 si g+ = 02 — 52 (deviatia de la medie)
[ Pasul 2: Din ecuatia GARCH: E¢[q:+1] = & - g, deci E¢[qrin] = 0" - q¢

[ Pasul 3: Half-life: ¢" = 0.5 = HL= 293

Exemplu: S&P 500

[ Cua+p3=0.988: HL= :g:g?g ~ 58 zile (socurile persistd ~3 luni!)

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp v
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De ce functioneaza GARCH: intuitia centrala

Ideea fundamentala

[1 Randamentele financiare sunt greu de prognozat dar volatllltateg (Sr Sste prognozabila:
el

» r: este impredictibil (piata eficientd), dar o2 evolueaza lent
» GARCH captureazi acest lucru: socurile afecteaza volatilitatea pentru multe perioade

Mecanismul GARCH(1,1)

of = NCP tardy+pofy
echilibru ;:::: R

O r? ; mare (zi turbulentd) = volatilitatea de azi creste

[ o2 ; mare (volatilitate deja ridicatd) => persists

[ Termen lung: revenire la 52 = w/(1 — a — B)

De ce este important

[] Fara GARCH: VaR constant = subestimeaza riscul in crize. Cu GARCH: VaR dinamic = se adapteazd la
conditiile pietei.

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp oS
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Estimarea modelelor GARCH

Metoda verosimilitatii maxime (MLE — Maximum Likelihood Estimation)

2
[ Log-verosimilitate (normal3d): £(0) = —% In(27) — %Z;l |:In(a$) 4 %}
t

Distributii alternative pentru z;

[] Student-t: captureazi cozile groase — cea mai frecventa alegere
[1 GED: flexibilitate pentru kurtosis

[] Skewed Student-t: asimetrie si cozi groase

Nota practica

[0 Student-t oferd de regul3d potrivire mai buni datorita cozilor groase (kurtosis > 3)

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o
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Log-verosimilitatea Student-t

De ce Student-t?

[ Inovatiile gaussiene subestimeaza cozile groase: kurtosis fixd la 3
[J Student-t adaugd un parametru v > 2 (grade de libertate) care controleazd grosimea cozilor

Definitie 2 (Log-verosimilitatea Student-t standardizata)

0:(6,v) = |nr(”;1> ~inr (%) —%'n[(v—2)7wﬂ - V;rl '“(H (Vfi)gg)

unde I(+) este functia Gamma, v > 2, si 02 este din ecuatia GARCH.

Proprietati
1 Cand v — oo: converge la log-verosimilitatea normal3
[ Kurtosis Student-t: 3(v —2)/(v — 4) pentru v > 4 (e.g.,, v =6 = kK = 6)

[J v se estimeaz3 simultan cu (w, o, 3) prin MLE

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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Alegerea distributiei inovatiilor

________ Nomal | Student-t . GED |

(J Simplu, rapid [ Un parametru extra (v) [ Parametru form3 (v)

[ Kurtosis = 3 (fix3) [ Kurtosis ajustabila [ Include Normal (v = 2)

[ Subestimeazd extremele [ Cozi groase realiste [ Flexibil, dar mai putin intuitiv
[J VaR 1%: 2.3260 [J VaR 1%: > 2.3260 [ Folosit rar in practica

Concluzie

[ Tn risk management, alegerea distributiei este aproape la fel de importanta ca alegerea dinamicii
variantei. Student-t este alegerea standard.

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o
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Quasi-MLE si robustete
Ce se intampla daca distributia este gresit specificata?

[0 MLE standard presupune z: ~ N(0, 1), dar distributia real3d poate diferi

0 QMLE (Quasi-MLE — presupunem distributie gresit3, dar estimatorul rsmane consistent): maximizeaz3
log-verosimilitatea gaussian3 chiar dacd z; nu este normal

Teorema 1 (Consistenta QMLE — Bollerslev & Wooldridge (1992))

Dac3 media si varianta conditionate sunt corect specificate, QMLE este consistent pentru (w, «, 3) indiferent de
distributia reald a lui z¢. Condlitii: interiorul spatiului parametric, identificabilitate, momente finite.

Erori standard sandwich (combinatie Hessian + OPG, robusta la misspecificare)

[ Viopust = A~1BA~L (White, 1982); in Python: SE robuste implicit

QMLE vs MLE complet

] QMLE: robust — consistent chiar sub specificare gresit3

[0 MLE complet (Student-t): mai eficient dac3 distributia este corect3

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o
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Provocari practice in estimare

Probleme frecvente

[] Esec de convergenta: log-verosimilitatea este non-convexd; optimizatorul se poate bloca
] Solutii la frontiera: & ~0sau &+ 8~ 1 (aproape IGARCH)

[l Sensibilitate la valori initiale: initializari diferite = estimari diferite

Bune practici

Mai multi optimizatori: BFGS (rapid, bazat pe gradient) vs Nelder-Mead (f3r3 derivate)
. Initializati 03 cu varianta esantionului (backcast — initializare retrospectiva)

Verificati a + 8 < 1; dacd = 1, considerati IGARCH sau schimbare de regim

P @ N =

Comparati rezultatele intre valori initiale; estimdri consistente = model fiabil

Regula practica

Dacd BFGS si Nelder-Mead dau estimari diferite, modelul poate fi gresit specificat sau datele insuficiente

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp oS
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Valori tipice pentru GARCH(1,1)

Serie o J6] a+ 3

S&P 500 zilnic 0.05-0.10 0.85-0.95 0.95-0.99
EUR/USD zilnic  0.03-0.08 0.90-0.95 0.95-0.99
Bitcoin zilnic 0.10-0.20 0.75-0.85 0.90-0.98
Obligatiuni 0.02-0.05 0.90-0.97 0.95-0.99

[ a+ 3 aproape de 1 = volatilitate foarte persistenta

[ « mic, 8 mare = reactie lentd la socuri, memorie lung3

[ Bitcoin: o mai mare = reactie mai rapida la informatii noi

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp



Modelul GARCH 48

GARCH vs IGARCH: comparatie persistenta

Interpretare

[0 GARCH standard revine la media neconditionata
[ IGARCH nu are medie finitd = socurile persistd indefinit

GARCH(1,1): a + 8 =0.95
(Mean-reveriing)

IGARCH(1,1): a+ B =1
(Non mean-reverting)

Q TSA_chs_igarch

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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IGARCH: ce observam in seria simulata?

Citirea graficului de comparatie

] GARCH (a + B8 < 1): volatilitatea revine la 32 — “valuri” cu amplitudine descrescitoare
[ IGARCH (a + 8 = 1): fard ancord — nivelul ridicat persistd indefinit
[ Vizual: IGARCH “rataceste”, GARCH oscileaza in jurul mediei

Cum detectam IGARCH in practica?

[ Estimdam GARCH(1,1): daci & + BA > 0.99, consideram IGARCH
[ ACF a lui €2 decade foarte lent (memorie lung3)

[ Frecvent pe piete valutare (FX — Foreign Exchange) si unele marfuri

Atentie: IGARCH poate fi artefact al schimbarilor de regim — verificati cu Markov-switching!

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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IGARCH — integrated GARCH

De ce IGARCH? Persistenta extrema
[ Empiric, estimarea GARCH d3 frecvent & + 3 ~ 0.99

varianta

Definitie 3 (IGARCH(1,1))

Cand a+f = 1: ol =wtae? ; +(1—a)o?,

Propozitie 4 (Proprietati IGARCH(1,1))

[ Varianta neconditionatd nu existd (infinitd), dar procesul rimane strict stationar (Nelson, 1990)

[J Socurile au efect permanent — analog cu rdd3cina unitar3d in variant3

Observatie 1 (Aplicatie practica)

Util pentru RiskMetrics (J.P. Morgan): a = 0.06, 5 = 0.94.

Q TSA_chs_igarch
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Teorema lui Nelson (1990): Stationaritate stricta IGARCH

Teorema 2 (Nelson, 1990)

Fie procesul IGARCH(1,1): &+ = o+z¢, Uf =w+ "‘5?71 +(1—a) crfil, z¢ i.i.d., E[ztz] = 1. Dacd w > O si
E[In(ez? + (1 — )] < 0, atunci procesul {;} este strict stationar si ergodic, desi varianta neconditionats este
infinita.

Conditia Lyapunov
[ Conditia E[In(az? + (1 — @))] < 0 este echivalentd cu exponentul Lyapunov de varf negativ
[ Se verificd pentru distributii standard (z: ~ N(0, 1), t-Student) cand o € (0, 1)

O Interpretare: log-volatilitatea Ino? are o tendintd medie de contractie

Schita de demonstratie
[ Se rescrie Uf ca recurentd stocasticad: Y: = A¢Y:—1 + B, unde A; = azt{l +(1-a),Bi=w

] Se aplicd teorema Bougerol & Picard (1992): dacs E[ln A:] < 0'si E[In" B:] < oo, seria Y; converge in distributie

Q TSA_chs_nelson_theorem

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o
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IGARCH: Stationaritate stricta vs. stationaritate in covarianta

Contrast fundamental

Proprietate GARCH (a+ < 1) IGARCH (a+ s =1)

Strict stationar Da Da (Nelson, 1990)
Stationar in covariant3 Da Nu (Var[et] = o0)
Variantd neconditionatd 52 = ﬁ Nu existd (infinitd)
Persistenta socurilor Geometric3 (se estompeazd) Permanentd

Implicatie practica

[ IGARCH este un model valid, in ciuda rad3cinii unitare in variant3

[ Prognoza variantei conditionate: lEt[oih] = 02 + hw (crestere liniar3)
[ Nu implicd explozie a procesului: £; rdmane bine definit

Q TSA_chs_igarch
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EWMA: GARCH restrictionat pentru RiskMetrics

Definitie 4 (Exponentially Weighted Moving Average)

Modelul EWMA (J.P. Morgan RiskMetrics, 1996):
ot =Xoia+(1-Nrl,  AE(0,1)

Propozitie 5 (EWMA ca caz special al IGARCH)

[ EWMA = IGARCH(L,1) cuw=0: a=1-X B=\ a+8=1
[0 Standard industrial: A = 0.94 (date zilnice), A\ = 0.97 (date lunare)

[1 Nicio estimare necesara — parametru fix = simplu, dar rigid

EWMA vs GARCH(1,1)

EWMA GARCH(1,1)
Parametri estimati 0 (X fix) 3 (w,a, B)
Mean-reversion Nu (persistentd infinitd)  Da (dacd a+ 8 < 1)
Variant3 pe termen lung Nedefinit3 w/(l—a-—p)
Utilizare Basel Il, screening rapid  Estimare precis3, VaR

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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EWMA vs GARCH: comparatie vizuala

[0 EWMA (albastru) reactioneazi similar cu GARCH (rosu), dar nu revine la nivelul neconditionat

returns with EWMA (blue) vs GARCH (red) bands
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Q TSA_chs_ewma
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EWMA: interpretare si ce observam in serie

Citirea seriei EWMA

[ Seria volatilitatii EWMA urmdreste “fidel” p3tratele randamentelor — reactie rapidd, fara filtrare
[J Cu X = 0.94: ponderea de ieri este 6%, restul vine din istoria exponential atenuat3

[ Vizual: volatilitatea EWMA “lipeste” de spike-uri — urcd rapid dar nu revine la un nivel fix

Cand este suficient EWMA?

[J Screening rapid: nu necesitd estimare — calculabil imediat pe orice serie
[0 Basel Il/11l: RiskMetrics EWMA r3mane acceptat pentru VaR intern

[J Real-time monitoring: simplu de implementat in sisteme de trading

Limitari vizibile in grafic

[0 EWMA nu revine la un nivel de echilibru 52 (nu are w > 0)

[ Dup3 crize, volatilitatea EWMA ramane ridicatd mai mult decit GARCH — suprareactioneaza pe termen
mediu

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp oS
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CGARCH — Component GARCH (Engle & Lee, 1999)

Motivatie

[0 GARCH(1,1) are o singura componenta de persistent3: nu distinge ntre socuri de scurt3d si lung3 durat3

[0 CGARCH descompune varianta in component3 permanenta (trendul) + tranzitorie

Definitie 5 (CGARCH(1,1))

o2 =q:+a(e? — q—1)+B(02_1 — q—1) (componenta tranzitorie)

gt =@+ p(qr—1 — @) + (e2_1 —02_1) (componenta permanent)

unde g; este tendinta pe termen lung, p controleaz3 persistenta permanentd (p > a + f3).

Interpretare
[J g: variazd lent (factori macroeconomici); Uf — gt reactioneaza rapid la socuri
[1 Permite half-life-uri diferite: permanent ~ani, tranzitoriu ~s3ptamani

[ Disponibil in Python: arch cu specificare manual3

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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Simulare CGARCH: componenta permanenta vs tranzitorie

[ g¢ (albastru, gros) = trendul pe termen lung; 02 (rosu, subtire) = volatilitatea totald

CGARCH: Si returns with volatility bands
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Q TSA_chs_cgarch _sim
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CGARCH: ce observam in practica?

Interpretarea celor doua componente
[0 Componenta permanenta g:: se miscd lent — factori macroeconomici (inflatie, ciclul economic)
(] Componenta tranzitorie 2 — q;: reactioneaz3 rapid la stiri (earnings, Fed, geopolitics)

B Vizual: g: = medie mobild neteds; o2 oscileazd in jurul ei

Exemplu: S&P 500

] Componenta permanentd creste 2005-2008, explodeaza 2008—-2009, scade lent dupa
[0 Componenta tranzitorie: spike-uri la Flash Crash (2010), Brexit (2016), COVID (2020)

[1 Half-life: permanent & 2-3 ani; tranzitoriu ~ 2—4 s3ptdmani

Cand folosim CGARCH?

[0 VaR pe termen lung (1 an+) — componenta permanent3 conteaz3 pentru Solvency I, stress testing

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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FIGARCH — Fractionally Integrated GARCH

Motivatie: memorie lunga in volatilitate

[ ACF a r? descreste hiperbolic (nu exponential) = memorie lung3
[J GARCH: descrestere exponentiald; IGARCH: persistenta infinitd — niciunul nu capteazd memoria lung3

Definitie 6 (FIGARCH(1,d,1) — Baillie, Bollerslev & Mikkelsen (1996))
[1-BLlo? =w+ [1-BL— (1 —¢L)(1 - L)]e2
unde d € [0, 1] este parametrul de integrare fractionard: d = 0 = GARCH, d = 1 = IGARCH.

Proprietati cheie

[ Ponderile impulsurilor A\ ~ k9= descreste hiperbolic: socurile vechi conteaz3, dar tot mai putin

[ Varianta neconditionat3: finitd doar dacd d < 1 (spre deosebire de IGARCH)

[ Valori empirice tipice: d & 0.3-0.5 pentru actiuni (Baillie et al., 1996)

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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Simulare FIGARCH vs GARCH vs IGARCH
[0 GARCH: revenire exponentiald; FIGARCH: revenire hiperbolicd (lent); IGARCH: persistent3 infinit3

GARCH(1,1): a + =095 — exponential decay

il

FIGARCH(1,d,1): d = 0.4 — hyperbolic decay

m

IGARCH(L,1): a + §=1.0 — infinite persistence

|

J«P Nf

L
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 thorizon)

Q TSA_chs_figarch_sim
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FIGARCH: interpretare si aplicatii practice

Ce inseamna d in practica?
[ d =0 (GARCH): ACF decade exponential — socuri se sting rapid

[ d =1 (IGARCH): ACF nu decade — socuri persist3 infinit
[ 0 < d < 1 (FIGARCH): ACF decade hiperbolic — socuri vechi conteaz3, dar tot mai putin

Rezultate empirice

[ Actiuni (S&P 500, DAX): d ~ 0.35-0.50 Forex: d ~ 0.40-0.60 Crypto: d ~ 0.25-0.45

FIGARCH vs IGARCH

[ Daci 6+ B ~1, testati FIGARCH: dac3 d<1, persistenta e lungd, nu infinitd

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o
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Schimbari de regim in volatilitate
Problema

] GARCH presupune un singur regim cu parametri constanti

[ Volatilitatea prezint3 adesea rupturi structurale (ex. criza 2008, COVID-19)

Definitie 7 (GARCH cu schimbare de regim Markov)

Parametrii (w, a, B) comutd intre K regimuri guvernate de un lant Markov ascuns:

2 2 2
0f = ws, + as,es_1 + Bs,05_1, st€{l,...,K}

Testul ICSS (lterated Cumulative Sums of Squares) — Inclan-Tiao

[ Detecteazd puncte de schimbare multiple in varianta neconditionatd (tip CUSUM)
[1 Rezultate tipice: S&P 500 arat3 rupturi la 2001, 2008, 2020

Implicatii practice

[0 Dac3 rupturile sunt prezente, persistenta (a + 3) este distorsionata in sus = IGARCH fals
[ Solutie: estimare per regim, ferestre rulante, sau GARCH Markov (K = 2)

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o
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Simulare Markov-switching GARCH: regimuri de volatilitate
[J Regim calm (albastru) vs turbulent (rosu) — volatilitatea sare intre niveluri discrete

Simulated returns: calm regime (blue) vs turbulent (red)
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Q TSA_chs_markov_ garch
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Schimbari de regim: interpretare si aplicatii

Ce vedem in practica?

[0 Markov-switching GARCH identificd 2-3 regimuri: calm (o ~ 0.5-1%) vs turbulent (o ~ 2-4%)
[ Probabilitatea regimului turbulent creste brusc la crize (2008, 2020)

Rupturi detectate cu ICSS pe S&P 500

[0 2001: dot-com crash + 9/11; 2008: criz3 financiar3 globald; 2020: COVID-19
[ intre rupturi: GARCH cu parametri diferiti este mai precis decat GARCH pe toat3 perioada

Implicatie practica

[] Dacid GARCH d3 & + B ~ 1, verificati dacd este IGARCH real sau artefact al schimbarilor de regim. Testul ICSS
ajutd la decizie.

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp oS
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Cuprins
] Modele GARCH Asimetrice
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De la GARCH simetric la modele asimetrice

Ce am invatat pana acum

[0 GARCH(1,1) captureazi volatility clustering si cozi groase
[J IGARCH, CGARCH, FIGARCH — diferite tipuri de persistenta

Observatie 1 (Limitatia simetriei GARCH standard)

] GARCH trateazs simetric socurile: af_l nu distinge semnul ;1

[ Empiric: un soc negativ de —5% creste volatilitatea mai mult decat +5% — leverage effect (Black, 1976)

Modele asimetrice prezentate

] EGARCH - GJR-GARCH - TGARCH - APARCH — toate disting semnul socului

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp oS



Modele GARCH Asimetrice 67

Leverage effect

Definitie

[ Leverage effect: Socurile negative cresc volatilitatea mai mult decat cele pozitive de aceeasi magnitudine

Problema GARCH standard

1 GARCH standard: U? =w+ aaf_l + ,6’0?_1 — doar 5?_1 conteazs, semnul se pierde

[ Intuitie economicd: Semnale negative = pretul scade = levierul creste = volatilitatea creste

Evidenta empirica

[ Black (1976): prima documentare a efectului de levier pe piata de actiuni
[0 Efectul este asimetric: c3deri de 5% cresc volatilitatea mai mult decat cresteri de 5%
[ Solutii: EGARCH, GJR-GARCH, TGARCH — modele care disting semnul socului

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o
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Leverage effect

Leverage Effect: Negative vs Positive Shocks

Volatility Distribution by Shock Type
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Q TSA_chs_leverage
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Modelul EGARCH — Nelson (1991)

De ce EGARCH? Doua probleme ale GARCH

[J GARCH trateaz3 socurile simetric: ail nu distinge semnul = nu capteaz3 leverage effect

[0 GARCH necesit3 restrictii w > 0, «, 8 > 0 pentru 02 > 0 = dificil la estimare

Definitie 1 (EGARCH(1,1))
Exponential GARCH:

In(0f) = w + a(|ze—1| — El|ze—1[]) + vze—1 + BIn(07_;)

unde z; = &¢ /0.

Avantaje EGARCH

[ Nu necesita restrictii de non-negativitate — modeleaz3 In(c2)
[ Capteaza leverage effect: v < 0 = socuri negative cresc volatilitatea mai mult

[ Persistenta este datd de

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp v
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Simulare EGARCH: Efect simetric vs asimetric

Interpretare

[ Cand v < 0, socurile negative cresc volatilitatea mai mult decat cele pozitive

EGARCH: y = 0 (Symmetric) EGARCH: y = 0.15 (Leverage)

I WJHA{\J"’\"WN \")/u M ﬁ \\\v I

Q TSA_chs_egarch_sim
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Simulare EGARCH: ce observam in serie?

Citirea graficului de simulare

[ Simetric (v = 0): reactie egal3 la socuri + si — (ca GARCH)
[ Asimetric (7 < 0): dup3 socuri negative, volatilitatea creste brusc si persistent

[J Vizual: spike-uri mai Tnalte si mai largi dupd scaderi de piat3

Exemplu numeric (v = —0.15, « = 0.10)

[ Soc negativ z;_1 = —2: contributie = 0.10 x 2 4 0.15 x 2 = 0.50
[ Soc pozitiv z;—1 = +2: contributie = 0.10 x 2 — 0.15 x 2 = —0.10
O Diferenta: 0.60 unitati pe scala In(o?)

Pietele “iau liftul in jos si scarile in sus” — volatilitatea creste rapid dar scade lent.

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o
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News impact curve — EGARCH

Interpretare
[ News Impact Curve: relatia intre e; si Uf—%—l

[0 GARCH: curba simetricd (parabol3)
» Socuri pozitive si negative au acelasi impact

1 EGARCH: curba asimetrica
» Socuri negative au impact mai mare asupra volatilitatii

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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News impact curve — EGARCH

Negalive shocks have greater)
impact on volatilty

Conditional Volatility ot (%)

-4 -2

0 2

Shock &¢— 1 (%)

—— GARCH(1,1): a=0.123, B=0.859

= GJR-GARCH: a=0.000, y=0.182, =0.888

Q TSA_chs_nic
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Modele GARCH Asimetrice

EGARCH: aplicatii practice

Cand folosim EGARCH?

[ Piete de actiuni si indici — leverage effect pronuntat (Black, 1976)

[ Avantaj unic: nu necesit3 restrictii de pozitivitate (In o2 poate lua orice valoare real3)

[ Util cand GARCH simetric d3 & + 8 > 1 (artefact al ignorrii asimetriei)

Exemplu: S&P 500 — GARCH vs EGARCH

[0 GARCH(1,1): subestimeaza volatilitatea dupa crash-uri (trateazi simetric)
[J EGARCH: volatilitatea creste mai rapid dup3 scaderi, scade mai lent

[ n criza COVID (martie 2020), EGARCH prognozeazs VaR cu 15-20% mai mare

Regula practica
[ Testati EGARCH vs GARCH pe date reale: daci AIC/BIC favoreazs EGARCH, piata are leverage semnificativ.
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EGARCH vs GARCH: EUR/USD — comparatie modele

EUR/USD Daily Returns (2015-2024)

Returns (%)
°

GARCH vs EGARCH Conditional Volatility

o o
3@

Conditional Volatility (%)
°
S

0.5
0.4
03
2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023 2024 2025
Date
—— GARCH(L,1)t —— EGARCH(1,1,1)-t

Q TSA chs _egarch
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Modelul GJR-GARCH

De ce GJR? Alternativa la EGARCH

] EGARCH modeleazs In(c?) = greu de interpretat economic

[0 GJR-GARCH ramane pe scara 02 dar adaugd un indicator /;_1 care activeaz un termen suplimentar la socuri
negative

Definitie 2 (GJR-GARCH(1,1))

Glosten, Jagannathan & Runkle (1993): o? =w+ a€?71 + “/6%71 1 + 60?71 unde l;_1 =1 dacd e;_1 <0,
altfel 0.

Interpretare

[J Socuri pozitive: impact = «;  Socuri negative: impact = « + v
[J Leverage effect prezent daca v > 0

[J Stationaritate: a +v/2+ 8 < 1

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp v
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Simulare GJR-GARCH/TGARCH

Interpretare

[J GJR-GARCH adaugs un termen indicator pentru a captura raspunsul asimetric la socuri negative

A LM

GUR-GARCH: y = 0.15 (Leverage)

\H“.r’ I
‘ /

V/(n\v\\l"r\ Y HJM \}h\

Q TSA_chs_gjr_sim
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GJR-GARCH: ce observam in seria simulata?

Citirea graficului de simulare

[ li—1 = ¥(et—1 < 0) se activeaza doar la socuri negative
[ Soc —3%: contributie = (o + ) x 0.09; Soc +3%: doar a x 0.09

[ Vizual: benzile 20 se I3rgesc de 3x mai mult dupa scaderi

Exemplu S&P 500 (o = 0.05, 7 = 0.10, 3 = 0.88)

O Zi bund (+2%): Ac? = 0.002%
O Zirea (—2%): Ao? =~ 0.006% — triplu!

GJR vs EGARCH

[ GJR: scala 02 = interpretare direct3
[ EGARCH: scala In(0?) = far3 restrictii de pozitivitate
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Modelul APARCH — Ding, Granger & Engle (1993)

Definitie 3 (APARCH(1,1))

Asymmetric Power ARCH — modelul unificator al familiei GARCH:
0! =w+ax(ler—1]| — mee-1)’ + prod_,

unde & > 0 este parametrul de putere si |y1| < 1 capteaz3 asimetria.

Cazuri particulare

[ 6 =2, v1 =0: GARCH(1,1) standard

[ §d=2, v #0: GJR-GARCH

B 6=1, v1 #0: TGARCH (Zakoian, 1994)
0 6 =1, v1 = 0: AVGARCH (Taylor, 1986)

De ce conteaza APARCH

[0 Estimarea lui ¢ din date (nu fixat la 1 sau 2) poate imbunatati prognoza

[ Studii empirice: § ~ 1.0-1.5 pentru actiuni (Ding et al., 1993)

[] Ofera un cadru unificator pentru compararea modelelor asimetrice

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp v
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Simulare APARCH: cazuri particulare
[J APARCH unificd toatd familia GARCH: § si  controleaz3 puterea si asimetria
APARCH Model: Effect of 6 and y, Parameters

Standard GARCH(1,1) (6=2, y1=0.0) GJR-GARCH(1,1) (6=2, y1=0.5)

Time

Return

%20, — Retums

Q TSA_chs_aparch_sim
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APARCH: interpretare si aplicatii practice

Ce spune estimarea lui §?

[0 § ~ 2: piata se comportd ca un GARCH standard (varianta este m3sura naturals)
[0 § ~ 1: modelarea deviatiei standard (o) este mai potrivits — ca TGARCH

[ § < 1: randamentele absolute au structurs mai puternicd decat pitratele

Rezultate empirice tipice
[ Actiuni: § ~ 1.0-1.5, 4 ~ 0.3-0.8 (leverage puternic)
[ Forex: & ~ 1.5-2.0, 4 = 0 (simetric, fara leverage)

[0 Crypto: § ~ 1.0-1.3, 4 variabil (depinde de perioads)

Cand folosim APARCH?

[J Cand nu stim a priori ce putere (§) sau ce nivel de asimetrie () este optim — APARCH las3 datele s3 decida

[0 Util ca model de referintd pentru testarea restrictiilor (LR test vs GARCH, GJR etc.)

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp oS
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Stationaritatea modelelor asimetrice

Conditii de stationaritate — modele asimetrice

Model Conditie Observatii

GARCH(1,1) a+p<1 Covariant3-stationaritate
GJR-GARCH at+v/2+8<1 ~/2 deoarece P(e < 0) =1/2
EGARCH(1,1) |8|<1 Ino? este AR(1)-like
TGARCH(1,1) (aT™+a7)/2+8<1 Media impactului pozitiv/negativ

APARCH(1,1)  a1E[(|z| —v2)°]+ 1 <1 Depinde de distributia lui z

Propozitie 1 (Stationaritate EGARCH (Nelson, 1991))

[0 EGARCH modeleaz3 In o2 ca proces AR(1) cu inovatii g(z:—1)
[ |B] < 1: necesara si suficienta pentru stationaritate strictd
[J Nota: nu se confundd cu a+ 3 < 1 din GARCH — « din EGARCH are alt rol
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TGARCH — threshold GARCH

De ce TGARCH? Modelarea directa a deviatiei standard

0 GARCH/EGARCH/GJR modeleazi 02. TGARCH modeleaz3 direct o

[ Permite coeficienti separati o', o~ pentru socuri pozitive si negative — interpretare mai intuitiva

Definitie 4 (TGARCH(1,1))

Zakoian (1994) modeleazi deviatia standard: oy = w + a"'s?:l +a e, +Bot1

Comparatie modele asimetrice

Model Specificatie Leverage
GARCH a? Nu
EGARCH In(a2) Da (y < 0)
GJR-GARCH 2 cu indicitor Da (y > 0)
TGARCH ot Da (e~ > a™)
APARCH o? Da (v; # 0)

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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Simulare TGARCH: raspuns asimetric la volatilitate

Interpretare

[0 TGARCH cu a™ = 0.03 si @~ = 0.15 = socurile negative amplificd volatilitatea de 5x

[ Benzile de volatilitate +20 se largesc asimetric in perioadele de crizad

TGARCH/GJR-GARCH: Asymmetric Volatility Respon:
a*=0.03,a” =0.15

?‘\‘w “ \1 \\M i \ \ P‘H N
[

Q TSA chs tgarch sim
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TGARCH: ce observam in seria simulata?

Citirea graficului de simulare
[0 Cua~ =0.15si ot = 0.03, un soc negativ de —3% creste o+ cu 0.15 x 3 = 0.45
[J Acelasi soc pozitiv de +3% creste o+ cu doar 0.03 x 3 = 0.09 — de 5x mai putin

[J Vizual: benzile 420 se largesc brusc si asimetric dupa sc3deri de piata

Cand folosim TGARCH?

[ Cand dorim s3 modeldm direct o (nu 02 ca GJR, nici Ino? ca EGARCH)
[J Piete cu leverage puternic: actiuni individuale, indici bursieri

[J Avantaj: interpretare naturald — coeficientii actioneaza pe scala deviatiei standard

TGARCH vs GJR-GARCH

[0 Ambele capteazd asimetria, dar pe sc3ri diferite (o¢ vs o?)
[0 Empiric, diferentele sunt mici; TGARCH este preferat in risk management (VaR foloseste o direct)
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Comparatie news impact curves

e
’
1

B
/
1

Conditional Variance (07)

o
Shock (e¢-1)

—— GARCH(11) == EGARCH(11) = GURGARCH(1,1)

Interpretare
[J GARCH standard: simetric
» Trateaza socuri pozitive si negative identic
[ EGARCH si GJR-GARCH: capteaz3 asimetria
» Leverage effect: socuri negative = impact mai mare

Q TSA_chs_nic_comp
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Cand aleg ARCH, GARCH, EGARCH sau GJR-GARCH?

Ghid de alegere — modele de baza

[0 GARCH(1,1): benchmark-ul standard — 3 parametri, suficient in ~90% din cazuri
0 EGARCH/GJR-GARCH: cind leverage effect este semnificativ (actiuni, indici)
[0 TGARCH: alternativd la GJR pe scala o; (risk management direct)

Ghid de alegere — modele avansate

[J IGARCH/EWMA: persistents extremd (& + 3 ~ 1); EWMA = screening rapid (RiskMetrics)
[0 FIGARCH: memorie lungd (0 < d < 1); preferabil IGARCH cand persistenta e finit3

[J CGARCH: separarea componentei permanente de cea tranzitorie

[0 APARCH: generalizare maxima (0, ~ libere); util ca referintd/benchmark

[1 Markov-switching: dacd IGARCH pare artefact al schimbarilor de regim

[0 GARCH-M: daci prima de risc (risk premium) este de interes economic

fncepe simplu (GARCH), complica doar daca datele o cer.
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Ghid de selectie pe clase de active

Ce model pentru ce piata?

Clasa de active Model recomandat De ce?

Indici (S&P 500, DAX) EGARCH-t / GJR-t Leverage puternic

Actiuni individuale GJR-GARCH-t Leverage + interpretabilitate
Forex (EUR/USD) GARCH(1,1)-t / FIGARCH  Persistentd mare, far3 leverage
Crypto (Bitcoin) EGARCH-t / GJR-t Leverage + cozi foarte groase
Marfuri (petrol, aur) GARCH(1,1)-t Moderat, fara asimetrie clarad
Rate dobanzi IGARCH / CGARCH Persistentd extremd, regimuri

Reguli practice de selectie

[ Pasul 1: GARCH(1,1)-t — Pasul 2: sign bias test — Pasul 3: daci leverage == EGARCH/GJR

[1 Pasul 4: dacd & + /3’ ~ 1 = FIGARCH sau Markov-switching
[ Pasul 5: comparid AIC/BIC + Diebold-Mariano out-of-sample

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o
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Comparatie familie GARCH

Interpretare

[J Toate modelele captureaz3 volatility clustering, dar diferd in modul de modelare a asimetriei

i m MM

Q TSA chs_family
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GARCH-in-Mean (GARCH-M) — Engle, Lilien & Robins (1987)

Definitie 5 (GARCH-M)

] Model: Volatilitatea intra direct in ecuatia mediei:
re = M+5-g(of)+8r, €t = OtZt
of =w+aef y + B0} 4

[ Functia g: poate fi 02, oy, sau In(o?)

Interpretare economica

[J § > 0: prima de risc = randamente mai mari cand volatilitatea este ridicat3

[ Formalizeaz3 relatia risc-randament (CAPM, Merton ICAPM); testul Hp : 6 = O verificd semnificatia

Exemplu tipic: actiuni

O rr=0.024+0.15-0¢ +e: = La ot =2%: E[rt] = 0.023 (0.3% prim3)
[
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GARCH-M: Specificatii alternative

Specificatii comune

[] Prima de risc poate intra sub diferite forme:
> (1) re=p+ Aot +et
> (2) re :M+>\U?+Et
> (3) e =p+ \n(o?) + e

Rezultate tipice pentru pietele de actiuni

[ X estimat adesea pozitiv dar mic (0.01-0.10)
[ Semnificatia variaza in functie de piatd si perioada

[ Specificatia cu variantd produce estimdri A mai mari

Observatie 2

(] GARCH-M este utilizat in evaluarea activelor, optimizarea portofoliului si testarea CAPM

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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Cuprins
[] Selectarea si Diagnosticarea modelelor
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Workflow complet: de la date la VaR validat

Algoritmul practic in 8 pasi

. Estimeaza ecuatia mediei: ARMA sau r = p + e; (verifics ACF randamente)
. Testeaza efecte ARCH: ARCH-LM test + Ljung-Box pe 2

Estimeaza familia GARCH: GARCH(1,1), EGARCH(1,1), GJR-GARCH(1,1)
Compara distributii ale inovatiilor: Normal vs Student-t vs GED

Verifica reziduurile standardizate: 2; = £:/6: i.i.d. (Ljung-Box, ARCH-LM rezidual, Q-Q plot —
Quantile-Quantile plot)

Compara modele cu AIC/BIC: cel mai mic AIC/BIC = cel mai bun compromis

. Prognozeaza volatilitatea: 5, cu rolling window sau recursive

O

N o

©

Valideaza VaR: backtesting cu Kupiec (acoperire) si Christoffersen (independents)

De retinut

[ Acesta este exact fluxul de lucru pe care il veti urma in studiile de caz S&P 500 si Bitcoin

[1 Chiar daca randamentele sunt greu de prognozat, volatilitatea lor este adesea prognozabila
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Selectarea ordinului

Criterii informationale

[ AIC (Akaike Information Criterion) = —2¢ + 2k
[ BIC (Bayesian Information Criterion) = —2¢ + kIn(T)
[0 HQIC (Hannan-Quinn Information Criterion) = —2¢ + 2k In(In(T))

unde ¢ = maximul log-verosimilitdtii, k = nr. parametri.

Recomandari practice

[0 GARCH(1,1) este suficient in 90% din cazuri
[ Verificati dacd modelul asimetric imbunitateste semnificativ ajustarea

[0 Alege distributia inovatiilor care minimizeaza AIC/BIC
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Exemplu diagnostic — EUR/USD EGARCH(1,1,1)-t

Verificare

[1 Reziduurile standardizate trebuie s3 fie i.i.d. fard efecte ARCH reziduale

EGARCH(1,1,1)-t Diagnostics — EUR/USD.

(0) Standordized Residusis 7 3 () ack or 2

(@ Distibution of £

Q TSA_chs_egarch
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Diagnosticarea modelelor GARCH

Reziduuri standardizate

[0 Dac3d modelul este corect specificat, 2; ar trebui s3 fie i.i.d.(0,1)

Verificari diagnostic

A2
1. Ljung-Box pe 2:: Q(m) = T(T +2)> 7, % ~ x?(m); Ho: fird autocorelatie; H;: autocorelatie prezentd
Ljung-Box pe 22: aceeasi formul3 aplicats pe 22; Ho: fars efecte ARCH reziduale
Test ARCH-LM pe 2;:: confirm3 absenta heteroscedasticitatii
Sign-bias test (Engle & Ng, 1993): verificd asimetria neexploatat3

@

Histograma + QQ-plot: verificd distributia asumat3

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o
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Testul Sign-Bias — Engle & Ng (1993)

[ Verificd dacd modelul GARCH capteaz3 corect asimetria in volatilitate

[ Dac3 testul respinge, modelul simetric este inadecvat = trebuie EGARCH sau GJR

Definitie 1 (Regresii Sign-Bias)

Fie 2; = &:/6+ si S; = 1(é+ < 0). Se estimeaza:
Z=cotaS_;+aS_f1+a(l—S51)61+u

[ Sign-bias: Hp : c; = 0; Neg. size-bias: Hp : co = 0; Pos. size-bias: Hp : c3 =0
[ Test joint: Hp : c1 = c2 = c3 = 0, statistica TR? ~ x?(3)

Interpretare practica

[J Respingere = modelul nu capteaz3 leverage = treceti la EGARCH/GJR

[J Acceptare pe model asimetric = asimetria bine specificata

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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Testul de stabilitate Nyblom (1989)

Motivatie

[ Testeazd daca parametrii GARCH sunt constanti pe intreaga perioada

[ Instabilitatea parametrilor distorsioneaza persistenta: & +3 umflat artificial

Definitie 2 (Testul Nyblom)
Ho:

0 = (w,a,B,...) constanti; Hi: 0 urmeazé random walk.

t
or
LC:TZZSV 1s,, 28—

t=1

St = suma partiald a scorurilor; V = matricea de informatie estimata.

Utilizare practica

[ Python: result.diagnostic_summary() (pachetul arch)
[J Respingere = rolling window sau GARCH cu schimbare de regim
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Matricea de informatie estimata

Ce este matricea de informatie?

[ Scorul (gradientul): s:(0) = Vg{; — derivata log-verosimilitudinii observatiei t in raport cu parametrii
[0 Matricea de informatie Fisher: Z(0) = E[s; s;] — msoard cat de mult “informeazs” datele despre parametri

[ Cu cat Z este mai mare, cu atdt parametrii sunt estimati mai precis

Estimarea matricei de informatie

[0 OPG (Outer Product of Gradients): V = % 2;1 sts;
[ Hessian observat: V = f% Zthl Vg@t

[ Sandwich (robust3, Bollerslev-Wooldridge): V = H"1GH~1, unde H = Hessian, G = OPG

De ce conteaza?

[ Erorile standard ale parametrilor GARCH: se(@j) =14/ [\A/*l]j/-/T

[J Versiunea sandwich este robust3 la specificarea gresitd a distributiei

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp oS
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Comparatie modele GARCH — validare

Interpretare

[0 GARCH(1,1) obtine cel mai mic MAE pe setul de validare
» Mai parcimonios si mai stabil decat modelele de ordin mai mare

[0 GARCH(2,1) si GJR-GARCH: performant3 similard, dar mai multi parametri
[ Concluzie: simplitatea castigd = GARCH(1,1) este greu de batut
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Comparatie modele GARCH - validare

GARCH Model Comparison (Validation Set)

GJR-GARCH
GARCH(2,1)
GARCH(1,1) Best

2.50 2.55 2.60 2.65 2.70 2.75

Validation MAE

Q TSA_chs_comparison
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Testul Diebold-Mariano
Motivatie

[ Date fiind doud modele de volatilitate concurente, care prognozeazd mai bine?

Definitie 3 (Diebold-Mariano (1995))

Diferenta de pierdere: di = L(e1¢) — L(e2¢), unde e = o2 — 62

Q

DM = 9, N(0,1) sub Mo : E[d:] =0

<

(d)

Note practice

[J Ho: acuratete predictiva egald; respingere = un model semnificativ mai bun
[ Functii de pierdere: MSE, QLIKE (Quasi-Likelihood — robusts, Patton 2011); SE HAC dac3 d; autocorelat

Exemplu: S&P 500 (2015-2024, rolling 500 zile, QLIKE)

[0 EGARCH-t vs GARCH-N: d=—0.047, DM =—3.12, p = 0.002 = respinge Ho
] EGARCH-t vs GJR-t: DM =—0.84, p = 0.40 = nu respinge: acuratete echivalent3
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Functii de pierdere pentru evaluarea prognozei volatilitatii

De ce conteaza functia de pierdere?

[ Volatilitatea real¥ o2 este neobservabila — folosim proxy-uri (r2, RV;)

[J Functia de pierdere trebuie s3 fie consistenta: clasamentul nu depinde de proxy (Patton, 2011)

Definitie 4 (Functii de pierdere standard)

Lvse = (02 — 62)? (sensibil3 la extreme)
Lquike = In 6? + of/&? (robust3d, consistentd — recomandata)
Lmae = \Ot - 5t| (nu este consistentd pentru 02)

Recomandare

[J QLIKE: robust3 la proxy zgomotos; disponibild in DM si MCS

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp v
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Model Confidence Set — Hansen, Lunde & Nason (2011)

Motivatie: de la comparatie pereche la comparatie multipla

[J Diebold-Mariano compard 2 modele; ce facem cu 5, 10, sau 20 candidate?

[0 MCS: identifici setul de modele echivalente statistic (‘“cele mai bune”)

Definitie 5 (Model Confidence Set (MCS))

Pornind de la Mg = {Mx,..., My} (toate modelele candidate):

1. Testeazd Hp: toate modelele din set au acuratete predictiva egald
2. Daci respins3: elimind modelul cel mai slab (tmax sau Tgr)

3. Repetd pand Hp nu mai este respinsd = /\9[{70‘

Avantaj fata de Diebold-Mariano

[ Controleazi eroarea de testare multipla (familywise error rate)
[J Fiecare model primeste un MCS p-value; disponibil: arch.bootstrap.MCS

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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Regresia Mincer-Zarnowitz
Test de eficienta a prognozei

- o . - e . 2 _ a2
[ Regresam volatilitatea realizatd pe volatilitatea prognozata: O} realized = @ T bés + ur

Definitie 6 (Ipoteze)

[0 Ho:a=0, b=1 (prognoz3 nedirectionat3 si eficients)

[] Test prin F-test sau Wald; respingere = prognoza este biasatd sau ineficientd

Exemplu: S&P 500, GARCH(1,1)-t (2015-2024)

[0 4=0.12, b= 0.87, R2 = 0.08; F-test: p = 0.03 = respinge Ho
[ Prognoza usor biasats (a > 0, b < 1); cu RV; ca proxy: R? =0.42, b =0.95

Atentie

[J Varianta realizatd (r?) este un proxy zgomotos; R? de reguld mic (< 0.10); preferati RV;

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o
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Cuprins

[J Prognoza volatilit3tii

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp oS
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De la modelare la prognoza si managementul riscului

Ce am construit pana acum

[J Am estimat modele GARCH (simetrice si asimetrice)
[J Am validat cu teste de diagnostic (Ljung-Box, ARCH-LM, Sign-bias, Nyblom)
[J Am selectat cel mai bun model (AIC/BIC, Diebold-Mariano, MCS)

Urmatorul pas: la ce serveste modelul?
[J Prognoza volatilitatii: 62T+h — convergenti la 52
[J Value at Risk (VaR): pierderea maxim3 cu o anumit3 probabilitate

[ Expected Shortfall (ES): pierderea medie dincolo de VaR (Basel 111/1V)

[ Backtesting: validarea modelului VaR pe date istorice

Structura sectiunii
Prognoza — VaR/ES — Backtesting (Kupiec, Christoffersen) — Studii de caz aplicate

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp oS
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Prognoza volatilitatii — vizualizare

[J Prognoza pe termen scurt reflectd volatilitatea curent; pe termen lung converge citre 52

(] Zona umbritd: incertitudinea prognozei creste cu orizontul

GARCH(1,1): Rolling One-Step-Ahead Volatility Forecast

12
10
> 8
z 6
<
>
4
2
0
2024-03 2024-04 2024-05 2024-06 2024-07 2024-08 2024-09 2024-10 2024-11 2024-12 2025-01
Date
[0 Realized |Returns| —— GARCH Rolling Forecast

Q TSA_chs_vol forecast
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Prognoza cu GARCH(1,1)

Prognoza un pas inainte

52 _ 2 2
U 67, =wtaet + B0t

Prognoza multi-pas
[ Pentru h > 1: ET[02T+h] =52+ (a+ ﬂ)h*1(02T+1 — 52)

0 62 =

= varianta neconditionata
1-a—p U !

Convergenta

[ limp— oo E7[0%, ] = 32 — prognoza converge citre varianta neconditionat3.

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp v
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Convergenta prognozei GARCH catre varianta neconditionata

Interpretare

[ Prognoza multi-pas converge exponential citre 52 = ﬁ

[J Cu cat a + (3 este mai aproape de 1, cu atat convergenta este mai lent3

» S&P 500: o + 8 ~ 0.99 = convergentd in ~50 zile
» Bitcoin: o+ 8 = 0.95 = convergentd mai rapid3

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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Convergenta prognozei GARCH catre varianta neconditionata

GARCH Multi-Step Forecasts Converge to Unconditional Variance

o
L

w
L

>y

w
N

Forecasted Variance o7, Bl

10 20 30 40 50
Forecast Horizon (h)
= Multi-step forecast == Unconditional % = 3.0

Q TSA_chs_convergence
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Volatilitate conditionata vs neconditionata

Interpretare

[J Volatilitatea conditionata o: (GARCH): variabild in timp, reactioneazi la stiri

[J Volatilitatea neconditionata G = \/w/(1 — a — (): nivel constant pe termen lung

[l Zonele rosii: ot > & (perioade de stres); zonele albastre: o; < & (perioade calme)

Poaki 7.1% Conditional vs Unconditional Volatility: S&P 500 (GARCH(1,1))
v

74 —— Conditional volatility o (GARCH)
== Unconditional volatility & = 1.18%

Volatility (%)

2020 2021 2022 2023 2024 2025 2026

Q TSA_chs_cond_vs_uncond
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Volatilitate realizata si HAR-RV
Volatilitate realizata (RV)
[ Cu randamente intra-zilnice r; ; (M obs./zi): RV; = Z,Ai1 r2. — misurs fara model, observabila (vs. GARCH:

latents)

Definitie 1 (Modelul HAR-RV — Corsi (2009))

RV: = fo + Bp RVi_1 + Bw RV™) + By RVI™) + u;

unde RV(W) = L5°% RV, . (siptimanald) si RV(™ = L S22 RV, ; (lunard).

Avantaj principal

[J Regresie OLS simpld care captureazd memoria lunga; traderi eterogeni explicd dinamica multi-scal3d
[ Adesea dep3seste GARCH cand datele intra-zilnice sunt disponibile (5 min, M = 78/zi)

[J Atentie: zgomot de microstructura la frecventa foarte inaltd = estimatori kernel

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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Realized GARCH

Motivatie

[J GARCH standard trateaz3 volatilitatea ca latenta; cu date de frecventd inaltd, o putem observa prin RV;

Definitie 2 (Realized GARCH — Hansen, Huang & Shek (2012))

Randamente: r; = p+ o+z¢, zz ~ D(0,1) GARCH: log o? =w + Blog U?—l + v log RV;_1
Masurare: log RV;: = £ + ¢log 02 + 7(z) + ut

Beneficii
[J Model comun: leagd randamentele, volatilitatea latentd si m3surile realizate

[0 Functia de levier 7(z;) captureaz3 asimetria; prognoze mai precise decit GARCH standard

Comparatie: GARCH vs HAR-RV vs Realized GARCH

1 GARCH: nu necesit3 date intra-zilnice; cel mai utilizat
[J HAR-RV: simplu, f3rd model; necesit3d date la 5 min

[1 Realized GARCH: combini avantajele; necesitd date la 5 min + structurd parametric3d

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o
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VaR si ES: ilustratie grafica

Interpretare

[J VaR 1% = pierderea dep3sitd doar in 1% din cazuri

[ Zona rosie = pierderi extreme (dincolo de VaR)

000
Daily Return

—= VaR1%=629% —~ VaR5%=-380%

Q TSA_chs_var_plot
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Aplicatii ale prognozei volatilitatii

Value at risk (VaR) Alte aplicatii
B VaRg = zo 0741 (] Pretul optiunilor
[] Pierderea maxim3 cu probabilitate 1 — « [] Hedging dinamic
(] Alocarea portofoliului
Expected shortfall (ES) [] Stress testing
O ESo = E[—r|r < —VaR4]

[J Pierderea medie cind VaR este depasit

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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VaR vs expected shortfall: normal vs Student-t

Interpretare

[ ES mdsoard pierderea medie cand VaR este dep3sit

[ Student-t: VaR si ES mai mari decat sub distributia normala

Normal Distribution Student-t (v=5) Distribution
040
03s
035
o
03
0zs
0z
z z
2oz 2o
8 8
ors 015
D 010
oos 005
i
apll——" 000 =
53 VI 5 T z 3 i 55 %= o B 3 i
Retum (0 units) Rotum (0 units)
B Tal = VaR1%=230 e ESTH=-2670

Q TSA_chs_var_es
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Value at risk — exemplu numeric

Calculul VaR

[0 Portofoliu: 1.000.000 EUR, volatilitate prognozat3 6741 = 1.5%

VaR cu distributie normala

Nivel Zo VaR (%) VaR (EUR)
5% (1zi) 1.645  2.47% 24.675
1% (1 zi) 2.326 3.49% 34.890

Observatie 1 (Scalarea VaR sub heteroscedasticitate)
[0 Regula v/h (scalarea volatilititii zilnice: oj, = o1v/h, valabil3 doar sub i.i.d.): VaRy, ziie = VaRy 5 - V/h

[ Atentie: Sub modelele GARCH, randamentele nu sunt i.i.d. = regula v/h este doar o aproximare; pentru VaR
multi-perioad3, folositi prognoza GARCH iterat3

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp oS
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Value at risk — distributie Student-t

De ce Student-t?

[J Distributia normald subestimeaza riscul de coada

[ Student-t cu v grade de libertate captureazd mai bine cozile groase (kurtosis > 3)

Comparatie VaR 1% (1 zi): o = 1.5%, portofoliu = 1M EUR

Distributie Cuantila VaR (EUR)
Normal 2.326 34.890
Student-t (v =6)  3.143 47.145
Student-t (v = 4) 3.747 56.205

[0 Cu v = 6 (tipic pentru actiuni), VaR este cu 35% mai mare decat cel normal.
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VaR — exemplu complet cu GARCH

Procedura de calcul VaR
1. Estimeazd modelul GARCH(1,1) cu distributie Student-t

2. Obtine prognoza volatilitatii: 6741

3. Calculeazi VaR: VaR, = to (V) - 6741 - /252

Exemplu: S&P 500

[ Parametri estimati: a = 0.088, 8 = 0.900, v = 6.4
[J Volatilitate prognozatd: 61,1 = 1.2%
[] Portofoliu: 10.000.000 EUR

VaR 1% (1 zi): VaR = 3.05 x 0.012 x 10,000,000 = 366,000 EUR

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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Ce este VaR backtesting?

Definitie
[ Backtesting = verificarea ex-post a calitatii modelului VaR

[J Compars pierderile realizate cu pragul VaR prognozat
» O incalcare (violation) apare cand r; < —VaR;

Principiul Backtesting-ului

[ Indicatorul de incilcare: Ir = 1(rr < —VaRq,¢)

(] Pentru un model corect la nivel a:
» Frecventa: p = % > It = «; Incilciri independente

[ VaR 1% pe 250 zile = asteptdm ~2.5 incilciri/an

Importanta

[ Cerintd regulamentars Basel 111/1V pentru b3nci: backtesting obligatoriu

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o
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VaR backtesting: vizualizare

Interpretare

[ Linia rosie: pragul VaR 1% estimat cu GARCH(1,1)

[ Punctele rosii: 13 incalcadri din 250 zile (p = 5.2%)
» Zona rosie Basel = modelul subestimeazd semnificativ riscul
» Solutii: distributie Student-t, model EGARCH, sau nivel VaR mai conservator

Retum
g

- WPJJW#.%LHM#. Jﬂqhﬁ'.Jrhl&Hqu\H»n%rPJ‘Hrﬁ

150

Trading Day

—— VaR1% e Vilatons (13 mmm Daiy Retuns

Q TSA_chs_backtest
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Backtesting VaR: semaforul Basel (sistem de clasificare verde/galben/rosu a calitatii modelului
VaR)

Zonele de semaforizare Basel I11/1V

Zona Tncalcari/250 zile Interpretare Penalizare
Verde 0-4 Model acceptabil F3r3 penalizare
Galben 5-9 Necesita investigare Factor k creste
Rosu > 10 Model inadecvat Penalizare maxima

Exemplu practic

[J Portofoliu cu VaR 1%: 250 zile de backtesting

[J 3 inc3lcdri = Zona verde = model acceptabil

[J 7 incalcari = Zona galbena = revizuire necesara

[J 13 inc3lcdri = Zona rosie = model respins

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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Metodologia Rolling Window pentru VaR

Conceptul Rolling Window

[ O fereastra mobila de dimensiune fix3 W (ex. 500 zile) se deplaseaz3 zi cu zi

[J La fiecare pas t: re-estimare GARCH pe [t — W, t — 1], prognoz3 Gt|t—1, caleul VaR

Procedura pas cu pas (pentru fiecare zi t = W +1,..., T)

1. Estimeazid GARCH pe {ri_w,...,rr—1} = parametri &, 6, 8,0
2. Prognozeazs: 65“71 =0+ &rf_l + 3&;"_1

3. Calculeazi: VaRa,t = —ta(?) - 4/ % “Gtje—1

4. Verificd incilcarea: I = 1(rr < —VaRaq,¢)

Rolling vs Expanding window

[ Rolling (W fix): reflectd regimul curent; recomandat dacd sunt schimbari structurale

[J Expanding: foloseste toate datele; mai stabil, dar mai lent la adaptare

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp oS
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Rolling Window VaR: schema procedurii
|Fereastr§ k: zile k. .. W+k71|—) 61 = VaRt

[ Fereastr 3: zile 3... W42 |—> 6wis = VaRw.s

| Fereastrs 2: zile 2... W+1 l—) Swi2 = VaRyy2

| Fereastr 1: zile1... W l—) Sw+1 = VaRwia

> Timp

AN
~

W = 500 zile

Rezultat

(] Obtinem seria {VaRa’t}Z-:W+1 = un prag diferit in fiecare zi
[J VaR-ul se adapteazi la regimul curent: creste in perioadele volatile, scade in perioadele de volatilitate redus3

] Comparam r: cu —VaRqa,: pentru a identifica inc3lcarile

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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Prognoza volatilitatii cu intervale de incredere

Interpretare
] Prognoza converge catre &

[ Incertitudinea creste cu orizontul de prognoza

=
>

Volatiity (o)
<

—— Historical o —— Forecast 0t 95%Cl ==+ Unconditonal 0= 1.000

Q TSA_chs_vol _ci
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Rolling forecast — prognoza pas cu pas

Procedura
S&P 500, W=500, GARCH(1,1)-t
) Re-estimare GARCH pe [t— W, t—1]; prognoza Gj¢_1

[0 Comparatie cu vol. realizatd (std. rulantd 20 zile)

Rezultate (2015 zile 00S)

[ p =0.938 = urm3rire excelentd; MAE = 0.15%, RMSE = 0.24%
] COVID-19: sub-predictie temporara, adaptare rapida

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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Rolling forecast — prognoza pas cu pas

Rolling vs Multi-Step GARCH Forecasts

(a) Rolling One-Step Forecast (b) Multi-Step Forecast
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Q TSA_chs_rolling_forecast
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Cuprins
[J VaR Backtesting si Implementare
Analiza si Prognoza Seriilor de Timp oS
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VaR backtesting: testul Kupiec

Testul acoperirii neconditionate

[ Testeazd dac3 rata de incilcare observat3 este egald cu rata asteptatd p (ex. 1% pentru VaR 1%)
[J Fie N = num3rul de incilciri VaR, T = totalul observatiilor, p = N/ T
[ Statistica Likelihood Ratio:

T—N,N

il =
LRy = —21n [El_g;ﬁ} ~x2(1)

[ Ho: p = p (modelul VaR este corect calibrat)

[ Hi: p # p (modelul VaR sub- sau supra-estimeaz3 riscul)
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VaR backtesting: testul Christoffersen

Propozitie 1 (Proprietati ale unui model VaR corect calibrat (Christoffersen, 1998))

[J Acoperire neconditionata: frecventa inc3lc3rilor = nivelul nominal «

[ Independenta: incilcarile trebuie s3 fie serial independente (fara clusterizare)

Componente ale testului

[ Testul de independenta (LR;,y): Testeazd dacd inc3lc3rile sunt serial independente

[ Acoperire conditionata: LRcc = LRuc + LRj,g ~ x3(2)

Interpretare

[J Respinge LRyc: frecventd gresita
[J Respinge LRj,q: nc3lcari clusterizate

[J Respinge LRc.: modelul nu este validat
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Backtesting complet — rezultate si decizie

Aplicare S&P 500 (T=500, VaR 1%)

[ Rolling window: W = 500 zile, model EGARCH(1,1)-t
[0 Fereastrd de test: T — W zile out-of-sample (evaluare pe date nefolosite la estimare)

[ Se compard VaR prognozat cu randamentul realizat in fiecare zi

Output tipic

[ Num3r incilcari vs asteptat = zona Basel (verde/galben/rosu)
[ Kupiec (frecventd): Hp: p = a = p-value > 0.05 = acceptat
[ Christoffersen (independentd): Ho: inc3lcari i.i.d. = p-value > 0.05 = acceptat

(] Test combinat: ambele conditii indeplinite = model validat

Q TSA_chs_backtest _full
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Backtesting-ul Expected Shortfall
De ce backtesting ES?

[ VaR md&soara doar pragul pierderilor extreme, nu magnitudinea lor

[J ES = pierderea medie dacd VaR este depdsit = mai informativ pentru riscul de coad3

Definitie 1 (Testul Z Acerbi-Székely (2014))
Zgs = i > tr<—VaR, E’—gt + 1. Hp: model ES corect (E[Zgs] = 0); Hi: ES subestimat (Zgs < 0); se respinge
dacd Zgs < zao

Exemplu: S&P 500, ES 2.5%, EGARCH-t (2015-2024, T=2015)

[ ng = 51 incdlcari VaR, Zgs = —0.38, p-value = 0.35 = nu respinge Hp: ES corect
[0 Sub GARCH-Normal: Zgs = —1.92, p-value = 0.03 = respinge: ES subestimat (cozi prea subtiri)

Observatie

[ Spre deosebire de backtesting VaR (binar), backtesting ES foloseste magnitudinea pierderilor
[ Necesitd esantioane mari (T > 1000); alternativa: bootstrap McNeil & Frey (2000)
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Basel 1V: de la VaR la ES

Schimbarea reglementara

[ Basel I1/111: Capital bazat pe VaR 99% (10 zile)
[ Basel IV (FRTB, 2023+ ): Capital bazat pe ES 97.5% (10 zile)

[ Motivatie: ES este coerent (subaditivitate — riscul portofoliului < suma riscurilor individuale), VaR nu este

Echivalenta sub normalitate

Esimap % 0~23380 ~ VaR)a™m! =232

[J Sub normalitate, ES 97.5% =~ VaR 99%; sub cozi groase, ES >> VaR

Implicatie practica

[J Modelele GARCH Student-t devin esentiale pentru estimarea precis3d a ES

[J Biancile trebuie s3 modeleze intreaga coadd, nu doar o singura cuantild
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ARMA-GARCH: modelarea combinata a mediei si variantei

De ce modelare combinata?
[J Corelatie seriala = ARMA pentru medie
[J Volatility clustering = GARCH pentru variant3

Definitie 2 (ARMA(p,q)-GARCH(r,s))

Ecuatia mediei:

P q
re=p+ Y ¢ilr—i—p)+ > OEe_j+er
i—1 j=1
Ecuatia variantei: ¢; = 0z,

r s
2 _ 2 .52
o =w+ E aigr_; + E Bjcrt_j
i=1 j=1
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ARMA-GARCH: strategie de selectie a modelului

Abordare pas cu pas

Identifica modelul pentru medie: Verifics ACF/PACF al randamentelor
Testeaza efectele ARCH: Aplicd testul ARCH-LM pe reziduuri
Specifica modelul pentru varianta: De obicei GARCH(1,1) este suficient

Estimare combinata: Estimeazd ambele ecuatii prin MLE

CIRECRCRNI

Diagnostic: Reziduurile standardizate trebuie s3 fie i.i.d.

Specificatii comune

[0 Randamente actiuni: AR(1)-GARCH(1,1) sau ARMA(1,1)-GARCH(1,1)
[ Cursuri de schimb: Adesea doar GARCH(1,1) (fird dinamic3 in medie)
[ Rate ale dobanzii: AR(1)-EGARCH(1,1) pentru efecte de levier
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Python: Estimarea GARCH cu arch

from arch import arch_model
import numpy as np; from scipy.stats import norm

# Fit GARCH(1,1) with Student-t innovations

model = arch_model (returns, vol=’Garch’, p=1, g=1,
dist=’StudentsT’, mean=’AR’>, lags=1)

result = model.fit(disp=’off’)

print (result.summary ())

# Forecast 20-step ahead volatility
forecast = result.forecast(horizon=20)
sigma_forecast = np.sqrt(forecast.variance.iloc[-1])

# Compute 1-day VaR (1%) from conditional distribution
sigma_1 = sigma_forecast.iloc[0]
VaR_1ipct = norm.ppf (0.01) * sigma_1 # Normal approx

Nota: Pentru VaR Student-t, inlocuiti norm.ppf cu scipy.stats.t.ppf(0.01, df=nu) scalat cu /(v — 2)/v.
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Checklist practic: modelarea GARCH (1)

Workflow recomandat — Pasii 1-5

Date: Calculati randamentele logaritmice: r; = In(P:/P:—1) x 100

Explorare: Verificati faptele stilizate — kurtosis > 3, ACF(rtz) semnificativ, QQ-plot
Test ARCH: Testul Engle LM pe reziduurile unui model AR(p) — Ho: fird efecte ARCH
Estimare: incepeti cu GARCH(1,1)-t; comparati cu EGARCH, GJR-GARCH

Distributie: Nu Normal — folositi Student-t (cozi groase) sau Skewed-t

@ @ =

Observatie

[ Pasii 1-3 sunt obligatorii inainte de orice estimare GARCH

[ Pasul 4: GARCH(1,1) este suficient in 90% din cazuri — ordine mai mari rareori imbun3titesc prognoza

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp
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Checklist practic: modelarea GARCH (ll)
Workflow recomandat — Pasii 6-9

6. Persistenta: Verificati a + 8 — dac3d = 1, considerati IGARCH

7. Diagnostice: Reziduuri standardizate 2; = r:/6; trebuie s3 fie i.i.d.

8. Selectie: AIC/BIC + Diebold-Mariano pe forecasting out-of-sample

9. Aplicare: VaR/ES cu rolling window (250-500 zile) + backtesting Kupiec/Christoffersen

Capcane frecvente

[0 Convergenta: Dac3 optimizatorul esueazd, schimbati algoritmul (method=’Nelder-Mead’) sau valorile initiale

[J Rupturi structurale: Pe serii lungi (2000-2024), parametrii GARCH nu sunt constanti — rolling windows sunt
esentiale
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Cuprins

[] Studiu de Caz: S&P 500

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp oS
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Pasul 1: Datele — randamente zilnice S&P 500

Descrierea datelor

[ Sursa: Yahoo Finance, S&P 500, date zilnice 2000-2024 (T > 6000)
[ Randamente: r; = In(P:/P;—1) x 100

Statistici descriptive

Medie Std. Dev. Skewness Kurtosis Min Max
0.034% 1.21% —0.29 13.8 —-12.8% +11.0%

[ Cozi groase (kurtosis >> 3) si asimetrie negativd = efecte ARCH
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Pasul 1: Datele — randamente zilnice S&P 500

S&P 500 - Daily Returns (2000-2025)

Daily Return (%)

covio-1e

Conditional Volatility GARCH(1,1)
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Q TSA_chs_sps00
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Pasul 2: Testarea efectelor ARCH

Cod Python = ARCH-LM si Ljung-Box pe r?

[] Testdm prezenta efectelor ARCH in reziduurile modelului pentru medie

Rezultate

Test Statistica p-value

ARCH-LM (10 lags) 8924 < 0.0001
Ljung-Box r? (lag 20) 4217.6 < 0.0001

[J Concluzie: Efecte ARCH puternice = heteroscedasticitate semnificativa

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp o



Studiu de Caz: S&P 500

144

Pasul 3: Parametri estimati — comparatie

Tabel parametri estimati (erori standard robuste Bollerslev-Wooldridge)

Model w «a B8 5 a+pB v HL

GARCH-N 0.011 0.088 0.901 = 0.989 = 60 zile
(0.003)  (0.011)  (0.012)

GARCH-t 0.011 0.088 0.900 — 0.989 6.42 60 zile
(0.003)  (0.012)  (0.013) (0.82)

EGARCH-t 0.003 0.103 0.987 —0.120 — 6.38 53 zile
(0.008) (0.015) (0.004) (0.014) (0.80)

GJR-t 0.010 0.022 0.906 0.126 0.991 6.51 78 zile
(0.003)  (0.011)  (0.012) (0.018) (0.85)

Interpretare

0 EGARCH v = —0.120 (SE = 0.014, t = —8.6) = leverage effect puternic semnificativ
[ GJR: aneg = a + v = 0.148 vs apoz = 0.022 = asimetrie puternica
[ Toate SE sunt robuste (sandwich Bollerslev-Wooldridge, 1992)
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Pasul 3: Volatilitatea conditionata estimata — S&P 500

Volatility Comparison: S&P 500 vs Bitcoin

GARCH(1,1) Volatility (%)
@

2019 2020 2021 2022 2023 2024 2025 2026
Date

—— S&P 500 Bitcoin

Q TSA_chs_sp500_garch
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Pasul 4: Leverage effect — vizualizare

GARCH vs EGARCH = diferente de volatilitate

[0 EGARCH produce volatilitate mai mare dup3 socuri negative (2008, 2020)
[ GARCH simetric subestimeaza riscul in perioadele de crizd

[ Diferenta: pan3 la 2—3 puncte procentuale in volatilitate zilnicd

Information Criteria Estimated Volatility - Last 500 Days
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12500 30
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Criterion Value
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oS o cor ol

-—AC = BIC —— GARCHN — GARCHt — GJR1 EGARCH-t

Q TSA_chs_sp500 comp
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Pasul 5: Selectia modelului — AIC/BIC

Criterii informationale

Model Log-Lik AIC BIC Rang
GARCH(1,1)-N —8042.3 16090.6 16111.0 4
GARCH(1,1)-t —7981.5 15971.0 15997.8 3
EGARCH(1,1)-t —7964.2 15938.4 15971.6 1
GJR-GARCH(1,1)-t —7968.1 15946.2  15979.4 2

Decizia

[0 EGARCHY(1,1)-t castiga: cel mai mic AIC si BIC

[0 Student-t superior normalei (AAIC ~ 120) = cozi groase conteaz3.

[0 Leverage effect justificd modele asimetrice (AAIC = 33 fatd de GARCH-t)
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Pasul 6: Diagnostice — EGARCH(1,1)-t

Verificari pe reziduuri standardizate z; = ¢:/6+

[J Ljung-Box pe z:: p-value = 0.38 = f3ra autocorelatie reziduald

O Ljung-Box pe z2: p-value = 0.52 = efecte ARCH eliminate

[ Sign-bias test (joint): p-value = 0.61 = asimetria captatd adecvat de EGARCH
[ Nyblom stability: L = 0.34 < 0.47 (cv 5%) = parametri stabili

[ Q-Q plot: punctele urmeazs dreapta teoreticd Student-t
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Pasul 6: Diagnostice — EGARCH(1,1)-t

Standardized Residuals GARCH(1,1) ACF(z}) - Residual ARCH Effects
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Q TSA_chs_sp500_diag
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Pasul 7: Backtesting rolling VaR — S&P 500

Rezultate Kupiec + Christoffersen (2015 zile out-of-sample)

Test Statistica p-value Decizia
Tncalcari 27/2015 (p = 1.34%) — Zona verde
Kupiec (uc) 2.13 0.145 Acceptat
Christoffersen (ind) 0.79 0.375 Acceptat
Combinat (cc) 2.91 0.233 Acceptat
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Pasul 7: Rolling VaR — S&P 500

S&P 500: GARCH-Based Rolling VaR 1%
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Q TSA chs sp500 var
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Pasul 8: Concluzii — studiu S&P 500

Rezumatul metodologiei pas cu pas

Date: randamente log, statistici descriptive = cozi groase, asimetrie

Test ARCH: ARCH-LM + Ljung-Box pe r? = efecte ARCH semnificative
Estimare: 4 modele candidate (simetric/asimetric X Normal/Student-t)
Selectie: AIC/BIC =~ EGARCH(1,1)-t castigator

Diagnostice: reziduuri standardizate = model adecvat

@ @ g @ N =

VaR: rolling window + backtesting Kupiec/Christoffersen = model validat

Concluzii

[J Distributia Student-t este esentiala pentru date financiare
[ Leverage effect: modelele asimetrice obligatorii pentru actiuni
[] Backtesting sistematic: nu doar ,arat3 bine”, ci testat statistic

[J Chiar daca randamentele sunt greu de prognozat, volatilitatea lor este prognozabila
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Cuprins
[ Studiu de Caz: Bitcoin
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Pasul 1: Datele — randamente zilnice Bitcoin

Descrierea datelor

[ Sursa: Yahoo Finance (BTC-USD), date zilnice 20182024
[0 Randamente log: media &~ 0.05%, volatilitate ~ 3.5%

Statistici descriptive

Medie  Std. Dev. Skewness Kurtosis Min Max
0.05% 3.48% —0.72 12.1 —46.5% +22.5%

[ Volatilitate ~3x mai mare decat S&P 500

[ Kurtosis extrem3 => riscul de pierderi mari
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Pasul 1: Datele — randamente zilnice Bitcoin

Bitcoin Daily Returns: Volatility Clustering
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Q TSA_chs_btc
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Pasul 2: Testarea efectelor ARCH — Bitcoin

200 Bitcoin Squared Returns (Volatility Proxy)

Return? (%?2)
= N w
o =} =}
o o o
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Q TSA_chs_btc_arch
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Pasul 3: Volatilitatea conditionata — Bitcoin

Diagnostice GJR-GARCH(1,1)-t

[ Ljung-Box pe z2: p-value = 0.41; ARCH-LM(10): p-value = 0.38 = efecte ARCH eliminate
[J Sign-bias test (joint): p-value = 0.54 = asimetria captatd de GJR
[ Varfuri volatilitate: martie 2020 (COVID), mai 2022 (Terra/Luna)

Bitcoin Returns with GARCH(1,1) Volatility Bands.

) B 2021 2wn ) w0

‘GARCH(1,1) Conditional Valatility (o)

Q TSA_chs_btc_garch
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Pasul 4: Estimare si selectie modele — Bitcoin

Parametri estimati (SE robuste Bollerslev-Wooldridge)

Model w @ B 5 a+p v AIC

GARCH-t 0.42 0.131 0.848 = 0.979 4.82 9284
(0.18)  (0.028)  (0.032) (0.54)

EGARCH-t 0.08 0.184 0.976 —0.061 = 4.79 9276
(0.03)  (0.033)  (0.008) (0.022) (0.52)

GJR-t 0.40 0.088 0.854 0.078 0976 4.85 9271
(0.17)  (0.026)  (0.033)  (0.030) (0.56)

Interpretare

[0 GJR-GARCH-t castiga (cel mai mic AIC)

[ v =~ 4.8: cozi mult mai groase decit S&P 500 (v = 6.4)
[ a =0.131 (BTC) vs 0.088 (S&P) = Bitcoin reactioneazd mai rapid la informatii noi

[J Leverage effect mai slab decat la actiuni (yg1c = 0.078 vs 0.126)
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Pasul 5: Backtesting rolling VaR — Bitcoin

Teste statistice (2421 zile out-of-sample)

Test Statistica p-value Decizia
Tncalcari 28/2421 (p = 1.16%) = Zona verde
Kupiec (uc) 0.57 0.450 Acceptat
Christoffersen (ind) 0.94 0.333 Acceptat
Combinat (cc) 1.51 0.471 Acceptat

Interpretare

[] Volatilitatea variazd de la 3% la 38% = rolling window esential
g \

[] Toate testele acceptate: model valid pentru managementul riscului
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Pasul 5: Rolling VaR — Bitcoin

Bitcoin: GARCH-Based Rolling VaR 1%

h“l H. AL “n L”x L i hh MM Il “d
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Q TSA chs_btc var
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Pasul 5: VaR rolling window — Bitcoin

Rolling window GJR-GARCH-t (W=500 zile, VaR 1%)

[J Estimare rolling pe fereastra de 500 zile cu prognoza VaR zilnicd

Caracteristici VaR rolling Bitcoin (2018-2024)

[ VaR mediu: 9.34% (= EUR 93.400 / 1M EUR)

[J VaR maxim: 37.54% = crash COVID martie 2020

[J VaR minim: 2.90% = perioad3 calm3

[J Bitcoin: VaR rolling ~4x mai mare decat S&P 500 la aceeasi expunere
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Comparatie finala: S&P 500 vs Bitcoin

Rezumat comparativ

S&P 500 Bitcoin
Volatilitate medie 1.2% 3.5%
Kurtosis 13.8 12.1
Student-t v 6.42 4.82

Cel mai bun model
Leverage effect
Half-life

Rolling VaR 1% mediu
Rolling VaR 1% maxim
Rolling ES 1% mediu
Kupiec

Christoffersen (ind)

EGARCH(1,1)-t
Puternic (y = —0.12)
~60 zile
2.53%
22.02% (COVID)
3.42%
Acceptat (p=0.145)
Acceptat (p=0.375)

GJR-GARCH(1,1)-t
Moderat (v = 0.078)
~A42 zile
9.34%
37.54% (COVID)
12.87%
Acceptat (p=0.450)
Acceptat (p=0.333)
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Comparatie finala: S&P 500 vs Bitcoin (cont.)

Concluzie generala

[ Re-estimare GARCH la fiecare pas: Kupiec + Christoffersen acceptate
[J Rolling window VaR: obligatoriu = VaR static complet inadecvat

[J Student-t + model asimetric: esentiale pentru ambele piete
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Formule principale

Modele de volatilitate

[l ARCH(q): U? =w+ 27:1 aigf—i

0 GARCH(1,1): 02 =w +ae? | + Bo2_;

B EGARCH: In(02) = w + a(|ze—1| — E[|2]]) + vze—1 + BIn(02 ;)
[ GJR-GARCH: 02 = w + ae2 | 4+ ve2 ,l—1 + fo2

Proprietati si masuri

[ Var. necond.: 52 = ﬁ Half-life: HL = Ir']"(g)ig)

[J VaR: VaRy = zo - o741  Stationaritate: o+ 8 < 1
0 ARCH-LM: LM = T - R? ~ x?(q)
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Exercitiu Al: Gandire critica

Prompt de testat in ChatGPT / Claude / Copilot

“Folosind yfinance, descarcd preturile zilnice de inchidere S&P 500 ("GSPC) din 2018-01-01 pan3 in 2024-12-31
(aprox. 1.750 observatii). Calculeazd randamentele logaritmice zilnice. Testeazd efectele ARCH, ajusteaz3 un model
GARCH(1,1) si prognozeazi volatilitatea pe urm3toarele 20 de zile de tranzactionare. Vreau cod Python complet.”

Exercitiu:

1.

Rulati prompt-ul intr-un LLM la alegere si analizati critic raspunsul

2. Calculeazi randamentele logaritmice corect? Elimind media inainte de GARCH?
3. Cum testeaz3 efectele ARCH? Foloseste testul LM al lui Engle?

4.

5. Discut3 efectele asimetrice (GJR-GARCH, EGARCH)?

Separ3 ecuatia mediei de ecuatia variantei?
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Utilizare 1A

Exercitiu Al: Gandire critica (cont.)

Exercitiu (continuare):

6.
7.
8.
9

Estimdrile VaR sunt calculate din distributia conditionala?
Identificati cel putin doua erori factuale sau presupuneri discutabile din output-ul LLM
Verificd codul constrangerea de stationaritate o + 8 < 1?7 Daci nu, ad3ugati-o

Comparati estimarea VaR a LLM-ului cu rezultatele din acest capitol. Sunt consistente?

Atentie: Codul generat de Al poate rula far3 erori si ardta profesional. Asta nu inseamn3d c3 e corect.
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Rezumat — capitolul 5: Modele de volatilitate

Concepte fundamentale

[0 ARCH(q): varianta conditionatd depinde de patratele erorilor trecute (Nobel 2003)

[0 GARCH(p,q): adaugd lag-uri ale variantei pentru persistentd (GARCH(1,1) in 90% din cazuri)
[J EGARCH: permite leverage effect, f3r3 restrictii de pozitivitate

[0 GJR-GARCH/TGARCH: capturd asimetria cu variabile indicador

Aplicatii

[J M3surarea si prognoza riscului (VaR, ES)

[J Pretul derivatelor, hedging dinamic, managementul portofoliului

Sfat practic

| incepe cu GARCH(1,1), verificd leverage effect, alege distributia care minimizeazd AIC/BIC.
» Student-t adesea superior distributiei normale
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intrebarea 1

Intrebare

[ Ce descrie cel mai bine fenomenul de volatility clustering in seriile financiare?

(A) Randamentele financiare sunt distribuite normal si independente
(B) Perioadele de volatilitate ridicatd sunt urmate de perioade de volatilitate ridicats, si invers
(C) Volatilitatea este constantd in timp (homoscedasticitate)

(D) Corelatia dintre randamente este intotdeauna pozitiva

Analiza si Prognoza Seriilor de Timp



Quiz 169

intrebarea 1: Raspuns

Volatility Clustering in Financial Returns

A s A

Returns
I
=
S
=

—-0.04
0 100 200 300 400 500
0 100 200 300 400 500
Time
— Returns High volatility periods. Conditional volatility o

Raspuns: (B)

[ Volatility clustering este un fapt stilizat fundamental. Implicd faptul cd varianta conditionat3 este predictibila,
motivind modelele ARCH/GARCH.

Q TsA _chs_quizi_volatility _clustering
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Quiz 170

intrebarea 2

Intrebare

[J Care este diferenta principald dintre un model ARCH(q) si un model GARCH(p,q)?

Variante de raspuns

(A) GARCH modeleazd media conditionatd, ARCH modeleaz3 varianta
(B) ARCH include lag-uri ale variantei conditionate, GARCH nu
(C) GARCH adaugs lag-uri ale variantei conditionate (c2_.) pe lang3 pitratele erorilor

t—j
(D) ARCH este mai parcimonios decat GARCH
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intrebarea 2: Raspuns

ARCH vs GARCH: Parsimony

ARCH(5): 5 parameters GARCH(1,1): 2 parameters
0.0325 1
0.020 0.0300
S S
> 0.0181 = 0.0275
E % 0.0250
S 0.0161 S
> > 0.0225
5 s
2 2
2 0.014+ 2 0.0200
2 2
& 5 ]
B ammd § 0.0175
0.0150
0.010
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Time Time
—— ARCH(5) — needs many lags ~—— GARCH(1,1) — captures persistence with 2 params

Raspuns: (C)

[0 GARCH(1,1) capteazs aceeasi persistentd ca ARCH(q) cu doar 2 parametri in loc de g. in practics,
GARCH(1,1) este suficient in 90% din cazuri.

Q TSA_chs_quiz2_arch_vs_garch
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Quiz 172

intrebarea 3

Intrebare

[J Ce este leverage effect si ce modele GARCH il capteazd?

Variante de raspuns

(A) Socurile pozitive cresc volatilitatea mai mult; captat de GARCH standard

(B) Socurile negative cresc volatilitatea mai mult; captat de EGARCH si GJR-GARCH
(C) Volatilitatea este simetricy; captat de toate modelele GARCH

(D) Efectul de levier financiar asupra pretului actiunilor; captat de IGARCH
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intrebarea 3: Raspuns

1el5 News Impact Curves: Leverage Effect
1
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Raspuns: (B)

[ Scdderile de pret cresc volatilitatea mai mult decat cresterile de aceeasi magnitudine. GARCH standard
foloseste €f,1, pierzand informatia de semn.

Q TSA chs_quiz3_leverage effect
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Quiz 174

intrebarea 4

Intrebare

[ Care este conditia de stationaritate pentru un model GARCH(1,1)?

Variante de raspuns

(A) a+B8=1

(B)a>0si8>0
(C)a+pB<l,cuw>0, >0, 8>0
(D)a-B<1
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intrebarea 4: Raspuns

GARCH(1,1) Stationarity: a+8<1

0.25 Stationary: a + 8 =0.95 Near unit root: a + 8 =0.99 IGARCH: a +=1.00
0.20 1 b b
0.15 1 1
5
0.10 1 b b
0.05 - : per om0 0a N

0 100 200 300 400 O 100 200 300 400 O 100 200 300 400
Time Time Time

Raspuns: (C)

[ Asigurd existenta variantei neconditionate finite: 52 = . Cand a+ 8 =1 (IGARCH), varianta este

_w
1—-a—p8
infinit3.

Q TSA_chs_quiza_stationarity
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intrebarea 5

intrebare computationala aplicata

Un model GARCH(1,1) estimat pe randamente zilnice logaritmice (%) di: w = 0.05, a = 0.15, 3 = 0.82.
(a) Calculati varianta neconditionatd &2 si volatilitatea anualizats.

(b) Calculati half-life-ul unui soc de volatilitate.
(c) Pentru un portofoliu de 2000000 EUR, calculati VaR pe 1 zi la 1% sub distributia normald si Student-t
(v =5). (Folositi o741 =35.)
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intrebarea 5: Raspuns

Rezolvare

(a) 52 = 7295 — 1,667 = & = 1.291% zilnic, oan = 1.291% x /252 = 20.5%

1-0.97
_ 05 _ —0.693 g
(b) HL = 1567 = —o.0305 ~ 23 zile

(€) V = 2,000,000 EUR, o711 = 1.291%:
Normal: VaR;e, = 2.326 x 0.01291 x 2M = 60 066 EUR
_+(5): . — 3365 — %!
Student-£(5): VaRyy, = 2262 x 0.01291 x 2M = 67300 EUR (+12%!)

Q TSA_chs_quizs_halflife
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Bibliografie | — Lucrari fundamentale

ARCH/GARCH — modele fondatoare

[ Engle, R.F. (1982). Autoregressive Conditional Heteroscedasticity, Econometrica, 50(4), 987-1007.

[ Bollerslev, T. (1986). Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity, J. Econometrics, 31(3),
307-327.

[J Nelson, D.B. (1991). Conditional Heteroskedasticity in Asset Returns, Econometrica, 59(2), 347-370.

Modele asimetrice si extensii

[ Glosten, L.R., Jagannathan, R., & Runkle, D.E. (1993). Expected Value and Volatility of Nominal Excess
Return on Stocks, J. Finance, 48(5), 1779-1801.

[ Ding, Z., Granger, CW.J., & Engle, R.F. (1993). A Long Memory Property of Stock Market Returns, J.
Empirical Finance, 1(1), 83-106.

[ Engle, R.F. & Ng, V.K. (1993). Measuring and Testing the Impact of News on Volatility, J. Finance, 48(5),
1749-1778.

[ Zakoian, J.-M. (1994). Threshold Heteroskedastic Models, J. Econ. Dynamics & Control, 18(5), 931-955.
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Bibliografie Il — Estimare si inferenta

Estimare, robustete si persistenta

[1 Bollerslev, T., & Wooldridge, J.M. (1992). Quasi-MLE and Inference in Dynamic Models with Time-Varying
Covariances, Econometric Reviews, 11(2), 143-172.

[0 White, H. (1982). Maximum Likelihood Estimation of Misspecified Models, Econometrica, 50(1), 1-25.

[ Engle, R.F., & Bollerslev, T. (1986). Modelling the Persistence of Conditional Variances, Econometric Reviews,
5(1), 1-50.

[0 Nyblom, J. (1989). Testing for the Constancy of Parameters Over Time, JASA, 84(405), 223-230.

Memorie lunga si componente

[J Baillie, R.T., Bollerslev, T., & Mikkelsen, H.O. (1996). Fractionally Integrated GARCH, J. Econometrics, 74(1),
3-30.

[ Engle, R.F., & Lee, G.J. (1999). A Long-Run and Short-Run Component Model of Stock Return Volatility, in
Cointegration, Causality, and Forecasting, Oxford UP.
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Bibliografie 11l — Prognoze si management al riscului

Comparare de modele si prognoze

[ Mincer, J.A., & Zarnowitz, V. (1969). The Evaluation of Economic Forecasts, NBER, 1-46.
[ Diebold, F.X., & Mariano, R.S. (1995). Comparing Predictive Accuracy, JBES, 13(3), 253-263.

[ Hansen, P.R., & Lunde, A. (2005). A Forecast Comparison of Volatility Models, J. Appl. Econometrics, 20(7),
873-889.

[J Hansen, P.R., Lunde, A., & Nason, J.M. (2011). The Model Confidence Set, Econometrica, 79(2), 453—-497.

VaR si Expected Shortfall

[ Kupiec, P.H. (1995). Techniques for Verifying the Accuracy of Risk Measurement Models, J. Derivatives, 3(2),
73-84.

[ Christoffersen, P.F. (1998). Evaluating Interval Forecasts, Int. Econ. Review, 39(4), 841-862.

[0 McNeil, A.J., & Frey, R. (2000). Tail-Related Risk Measures for Heteroscedastic Financial Time Series, J. Emp.
Finance, 7, 271-300.

[ Acerbi, C., & Székely, B. (2014). Backtesting Expected Shortfall, Risk Magazine, December.
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Bibliografie IV — Volatilitate realizata

Frecventa inalta si volatilitate realizata

[0 Barndorff-Nielsen, O.E., & Shephard, N. (2002). Econometric Analysis of Realized Volatility, JRSS-B, 64(2),
253-280.

[0 Andersen, T.G., Bollerslev, T., Diebold, F.X., & Labys, P. (2003). Modeling and Forecasting Realized Volatility,
Econometrica, 71(2), 579-625.

[0 Corsi, F. (2009). A Simple Approximate Long-Memory Model of Realized Volatility, J. Fin. Econometrics, 7(2),
174-196.

[ Hansen, P.R., Huang, Z., & Shek, H.H. (2012). Realized GARCH, J. Appl. Econometrics, 27(6), 877-906.

Manuale si monografii

[ Tsay, R.S. (2010). Analysis of Financial Time Series, 3rd ed., Wiley.

[ Francq, C., & Zakoian, J.-M. (2019). GARCH Models, 2nd ed., Wiley.

[0 McNeil, AJ., Frey, R., & Embrechts, P. (2015). Quantitative Risk Management, 2nd ed., Princeton UP.
[ Franke, J., Hardle, W.K., & Hafner, C.M. (2019). Statistics of Financial Markets, 4th ed., Springer.
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Bibliografie V — Resurse si referinte suplimentare

Referinte suplimentare

[ Hamilton, J.D. (1994). Time Series Analysis, Princeton UP.

[0 Bollerslev, T., Engle, R.F., & Nelson, D.B. (1994). ARCH Models, in Handbook of Econometrics, Vol. 4,
Elsevier.

[J Patton, A.J. (2011). Volatility Forecast Comparison Using Imperfect Volatility Proxies, J. Econometrics, 160(1).

Resurse online si cod

[ Quantlet: https://quantlet.com — Platforma de cod pentru metode cantitative

[J Quantinar: https://quantinar.com — Platform3 de invitare pentru metode cantitative

[J GitHub TSA: https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch5 — Cod Python pentru acest capitol

[J Cursul online: https://danpele.github.io/Time-Series-Analysis/ — Materialele complete ale cursului
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Ce urmeaza?

Capitolul 5b: Modele GARCH Multivariate

[J Covarianta conditionata: modelarea dinamicii comune a mai multor active

[J DCC-GARCH (Dynamic Conditional Correlation — Engle, 2002): corelatii dinamice
conditionate

0 BEKK (Baba-Engle-Kraft-Kroner, 1995): garantarea pozitivititii matricei H;

[0 CCC-GARCH (Constant Conditional Correlation — Bollerslev, 1990): corelatii conditionate
constante

[ Aplicatii: hedging optim, alocarea portofoliului, contagiune financiara

Intreb3ri?
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Competente dobandite

La finalul capitolului, studentul trebuie sa poata:

1.
2.
3
4.
5.
6.

Recunoaste efecte ARCH in date (ARCH-LM, Ljung-Box pe r?, Q-Q plot)

Estima si interpreta un GARCH(1,1) — rolul lui e, 3, varianta neconditionat3, half-life
Decide dac3 este nevoie de asimetrie (leverage effect =~ EGARCH / GJR-GARCH)
Alege o distributie a inovatiilor (Normal vs Student-t vs GED)

Produce un forecast de volatilitate (rolling window, convergenta la 52)

Calcula si valida un VaR (backtesting Kupiec + Christoffersen)

Mesajul central al capitolului

[J Chiar daca randamentele sunt greu de prognozat, volatilitatea lor este adesea prognozabila.

[J Aceasta este ideea fundamentald care justificd intreaga econometrie a volatilitatii.
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V3 Multumim!
Tntrebari?
Materialele cursului sunt disponibile la:
https://danpele.github.io/Time-Series-Analysis/
Q Quantlet @ Quantinar
Analiza si Prognoza Seriilor de Timp v
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