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Cuprins Seminar
⊡ Partea I: Nivel Anul 3 � Randamente, periodogram , spectru AR(1)

⊡ Partea II: Nivel Master � Welch vs. multitaper, estimare AR, �ltru HP

⊡ Partea III: Extensie Doctorat � Estimator GPH, Local Whittle, analiz  cross-spectral 

⊡ Subiecte de Discut, ie � Gândire critic 

⊡ Exercit, iu cu Inteligent,  Arti�cial  � Gândire critic 

⊡ Rezumat � Concluzii cheie
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Partea I: Nivel Anul 3 3

Exercit, iul 1: Log-Randamente

Întrebare
Fie o serie de pret,uri Pt . De�nim log-randamentele rt = log(Pt/Pt−1).

Exercit, iu

(A) Reprezentat, i gra�c seria Pt s, i seria de randamente rt . Ce caracteristici vizuale observat, i?

(B) Calculat, i ACF-ul es,antion al rt s, i al r
2
t pentru decalajele h = 1, . . . , 20.

(C) Ce sugereaz  un ACF aproape nul al rt despre predictibilitate? Ce indic  valorile semni�cative
ale ACF al r2t ?

R spunsul pe slide-ul urm tor...
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Partea I: Nivel Anul 3 4

Exercit, iul 1: Solut, ie

Solut, ie

Variante de r spuns
(A) Pt prezint  de obicei un trend nestaµionar; rt oscileaz  în jurul valorii zero cu perioade de volatilitate
ridicat  ³i sc zut  (aglomerarea volatilit t,ii).

(B) ACF(rt): majoritatea valorilor se încadreaz  în benzile de con�denµ  ±1,96/
√
n ⇒ randamentele sunt

aproximativ necorelate. ACF(r2t ): valori pozitive semni�cative la multe decalaje ⇒ randamentele la p trat
sunt corelate.

(C) ACF(rt) ≈ 0 ⇒ randamentele sunt aproape zgomot alb: informaµia din trecut nu ajut  la prognoza
randamentelor viitoare (ipoteza e�cienµei slabe a pieµei). ACF(r2t ) semni�cativ ⇒ efecte ARCH/GARCH:
volatilitatea este predictibil  chiar ³i atunci când randamentele nu sunt.

TSA_ch12_periodogram

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/danpele/TSA/tree/main/TSA_ch12/TSA_ch12_periodogram


Partea I: Nivel Anul 3 5

Exercit, iul 2: Periodograma Brut 

Întrebare
Fie n = 256 observaµii. Periodograma la frecvenµa Fourier ωj = 2πj/n este:

I (ωj) =
1

2πn
|d(ωj)|2 , d(ωj) =

n∑
t=1

Yt e
−iωj t

Exercit, iu

(A) Reprezentaµi I (ωj) în funcµie de ωj ∈ [0, π]. Cum identi�caµi frecvenµa dominant ?

(B) Dac  seria are un tipar trimestrial (perioad  = 4), la ce frecvenµ  unghiular  ω∗ a³teptaµi vârful
cel mai mare al periodogramei?

(C) Ce indic  o periodogram  complet plat ?

R spunsul pe slide-ul urm tor...
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Partea I: Nivel Anul 3 6

Exercit, iul 2: Solut, ie

Solut, ie

Variante de r spuns
(A) Frecvenµa dominant  este ωj la care I (ωj ) atinge maximul global. Perioada corespunz toare este
T = 2π/ωj unit µi de timp.

(B) Un tipar trimestrial are perioada T = 4, deci:

⊡ ω∗ = 2π/4 = π/2 ≈ 1,571 rad. Aceasta corespunde celei de-a 64-a frecvenµe Fourier pentru
n = 256 (j∗ = n/T = 64).

⊡ (C) O periodogram  plat  I (ωj) ≈ c pentru orice j indic  zgomot alb: toate frecvenµele
contribuie în mod egal la varianµa seriei (

∫ π

0
f (ω) dω = γ(0), unde f (ω) = σ2/(2π) = const).

TSA_ch12_periodogram
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Exercit, iul 3: Inconsistent,a Periodogramei

Întrebare
Ar taµi c  periodograma este un estimator inconsistent al densit µii spectrale.

Exercit, iu

(A) Enunµaµi distribuµia asimptotic  a I (ωj) când n → ∞.

(B) Derivaµi Var[I (ωj)] în funcµie de n. Converge la zero?

(C) Propuneµi o soluµie care produce un estimator consistent ³i explicaµi compromisul implicat.

R spunsul pe slide-ul urm tor...
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Partea I: Nivel Anul 3 8

Exercit, iul 3: Solut, ie

Solut, ie

⊡ (A) Pentru ωj ̸= 0, π:
2 I (ωj)

f (ωj)
d−→ χ2

2 ⇒ I (ωj)
d
≈ f (ωj) · χ2

2/2

⊡ (B) Var[I (ωj)] ≈ f (ωj)
2. Aceasta nu scade cu n ⇒ periodograma este inconsistent .

⊡ (C) Netezire peste m ordonate adiacente: f̂ (ωj) =
1

2m+1

∑m
k=−m I (ωj+k). Varianµ  ∝ 1/m,

rezoluµie ∝ m/n. Netezire mai mare ⇒ varianµ  mai mic , bias mai mare.

TSA_ch12_periodogram
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Exercit, iul 4: Spectrul Procesului AR(1)

Întrebare
Consideraµi procesul AR(1): Yt = 0,8Yt−1 + εt cu σ2

ε = 1.

Exercit, iu

(A) Derivaµi densitatea spectral  f (ω) pentru ω ∈ [0, π].

(B) Calculaµi raportul f (0)/f (π) ³i interpretaµi rezultatul.

(C) Ce este un spectru ros
,
u? Daµi un exemplu economic.

R spunsul pe slide-ul urm tor...
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Exercit, iul 4: Solut, ie

Solut, ie

⊡ (A) Pentru AR(1) cu ϕ = 0,8: f (ω) = 1
2π

· 1
1,64−1,6 cosω

⊡ (B) f (0) = 25
2π
, f (π) = 1

2π·3,24 , deci
f (0)
f (π)

=
(
1,8
0,2

)2
= 81. Cea mai mare parte a varianµei este

concentrat  la frecvenµe joase.
⊡ (C) Un spectru ros,u este dominat de frecvenµe joase: cea mai mare parte a varianµei provine din

oscilaµii lente (cicluri lungi). PIB-ul, consumul ³i preµurile acµiunilor prezint  spectre ro³ii �
evolueaz  lent ³i persistent.

TSA_ch12_spectral_density
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Exercit, iul 5: Welch vs. Multitaper

Întrebare
Comparaµi doi estimatori spectrali aplicaµi aceleia³i serii cu n = 512 observaµii: Welch: L = 4
segmente suprapuse; Multitaper: NW = 4, K = 7 tapere DPSS.

Exercit, iu

(A) Calculaµi rezoluµia în frecvenµ  (l µimea de band ) pentru �ecare estimator.

(B) Care estimator are varianµ  mai mic ? De ce?

(C) Descrieµi compromisul bias-varianµ  pentru �ecare metod .

R spunsul pe slide-ul urm tor...
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Exercit, iul 5: Solut, ie

Solut, ie

⊡ (A) Welch (L = 4, nseg = 128): ∆ωWelch ≈ 2/128 ≈ 0,0156 cicluri/obs. Multitaper (NW = 4,
n = 512): ∆ωMT ≈ 8/512 = 0,0156 cicluri/obs. Ambii estimatori au aceea³i rezoluµie în
frecvenµ .

⊡ (B) Multitaper mediaz  K = 7 eigen-spectre independente ⇒ varianµ  ∝ 1/K . Grade de libertate
echivalente: ≈ 2K = 14 faµ  de ≈ 2L = 8.

⊡ (C) Ambele metode sacri�c  rezoluµia pentru varianµ  mai mic . Multitaper suprim  în mod
optim lobii laterali prin taperele DPSS � este preferat în majoritatea aplicaµiilor.

TSA_ch12_estimation
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Exercit, iul 6: Estimarea Spectral  AR

Întrebare
Consideraµi procesul AR(2):

Yt = 1,5Yt−1 − 0,7Yt−2 + εt , σ2
ε = 1

Exercit, iu

(A) Derivaµi densitatea spectral  parametric  f̂AR(ω).

(B) Determinaµi frecvenµa de vârf ω∗ a spectrului.

(C) Convertiµi ω∗ în perioad  de ciclu ³i interpretaµi economic.

R spunsul pe slide-ul urm tor...
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Exercit, iul 6: Solut, ie

Solut, ie

⊡ (A) Cu ϕ1 = 1,5, ϕ2 = −0,7: f (ω) = 1

2π |1−1,5e−iω+0,7e−2iω|2

⊡ (B) Prin derivare numeric  a lui |A(e−iω)|2: ω∗ ≈ 0,47 rad.
⊡ (C) Perioada = 2π/ω∗ ≈ 2π/0,47 ≈ 13,4 observaµii. Pentru date trimestriale, aceasta corespunde

unui ciclu de afaceri de 3,3 ani � consistent cu ciclurile tipice de inventar ³i investiµii.

TSA_ch12_spectral_density
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Exercit, iul 7: Funct, ia de Transfer a Filtrului HP

Întrebare
Filtrul HP extrage trendul τt minimizând

∑
(Yt − τt)2 + λ

∑
(∆2τt)2. Câ³tigul la putere al componentei

ciclu este: |AHP(ω)|2 = λ [2(1−cosω)]2

1+λ [2(1−cosω)]2

Exercit, iu
(A) Evaluaµi |AHP(ω)|2 la ω = 0 ³i ω = π pentru orice λ.

(B) G siµi frecvenµa de t iere la jum tate din putere pentru λ = 1600.

(C) Rezumaµi critica lui Hamilton (2018) la adresa �ltrului HP.

R spunsul pe slide-ul urm tor...
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Exercit, iul 7: Solut, ie

Solut, ie

⊡ (A) La ω = 0: 2(1− cos 0) = 0 ⇒ |AHP(0)|2 = 0 (trend eliminat). La ω = π:
|AHP(π)|2 = 16λ/(1+ 16λ) ≈ 1 (frecv. înalte trec).

⊡ (B) Condiµia |AHP(ω)|2 = 0,5: λ[2(1− cosω)]2 = 1, deci 2(1− cosω) = 0,025, ω∗ ≈ 0,158 rad
≈ 2π/40 (perioad  ≈ 10 ani).

⊡ (C) Hamilton (2018): �ltrul HP este echivalent cu o regresie pe valori decalate. Ciclul obµinut
este corelat spurios la toate decalajele ³i impune structur  ARMA(4,4) zgomotului alb �
generând cicluri arti�ciale. Hamilton recomand  o regresie simpl  în 2 pa³i.

TSA_ch12_�lters
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Partea III: Extensie Doctorat 17

Exercit, iul 8: Estimatorul GPH

Întrebare
Pentru ARFIMA(0,d ,0), estimatorul GPH aplic  MCO la:

log I (ωj ) = c − d log[4 sin2(ωj/2)] + uj , j = 1, . . . ,m

Exercit, iu
(A) Care este estimatorul MCO d̂? Cum se calculeaz ?

(B) Ce l µime de band  m ar trebui utilizat ? Recomand ri teoretice?

(C) Care este eroarea standard asimptotic  a lui d̂?

R spunsul pe slide-ul urm tor...
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Exercit, iul 8: Solut, ie

Solut, ie

⊡ (A) Fie xj = − log[4 sin2(ωj/2)] ³i yj = log I (ωj): d̂ =
∑m

j=1(xj−x̄)(yj−ȳ)∑m
j=1(xj−x̄)2

(panta MCO)

⊡ (B) m = O(nα), α ∈ (0, 1); practic : m ≈ n0,5 pân  la n0,6. m mic ⇒ varianµ  mare; m mare ⇒
bias.

⊡ (C) ES(d̂) = π/
√
6m. Pentru n = 1000, m = 32: ES ≈ 0,226. Hurst: H = d + 0,5;

d > 0 ⇒ H > 0,5 (persistenµ ).

TSA_ch12_long_memory
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Exercit, iul 9: Estimatorul Whittle Local

Întrebare
Comparaµi estimatorii GPH ³i Whittle Local pentru o serie cu n = 1000 observaµii ³i d = 0,3
adev rat.

Exercit, iu

(A) Scrieµi funcµia obiectiv a Whittle Local ³i precizaµi ce minimizeaz .

(B) Ce l µime de band  m se folose³te ³i care este varianµa asimptotic  a d̂WL?

(C) De ce este Whittle Local mai e�cient decât GPH?

R spunsul pe slide-ul urm tor...
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Exercit, iul 9: Solut, ie

Solut, ie

⊡ (A) Whittle Local minimizeaz  log-verosimilitatea restricµionat :

Q(d) = logG(d)− 2d λ̄m, G(d) =
1

m

m∑
j=1

I (ωj)

ω−2dj

, d̂WL = argmin
d

Q(d)

⊡ (B) m = O(n0,6�0,8); pentru n = 1000 tipic m ≈ 100�250. Var(d̂WL) = 1/(4m); pentru m = 100:
ES = 0,05.

⊡ (C) GPH folose³te MCO pe log-periodogram  (erori χ2
2 cu coad  grea); WL folose³te o

verosimilitate propriu-zis . WL este asimptotic e�cient: Var = 1/(4m) faµ  de ≈ 1,645/m (GPH)
pentru acela³i m.

TSA_ch12_long_memory
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Exercit, iul 10: Analiza Spectral  Încrucis,at 

Întrebare
Presupunem c  Yt = Xt−4 + εt , unde εt ⊥ Xs pentru orice s, t.

Exercit, iu

(A) Derivaµi spectrul încruci³at SXY (ω) = e−4iωSXX (ω). Care este funcµia de faz  ϕ(ω)?

(B) Calculaµi coerenµa la p trat C 2
XY (ω): (i) f r  zgomot, (ii) cu zgomot εt ∼ (0, σ2

ε).

(C) Ce indic  panta fazei −dϕ/dω ³i care este valoarea sa în acest caz?

R spunsul pe slide-ul urm tor...
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Exercit, iul 10: Solut, ie

Solut, ie

⊡ (A) Funcµia de transfer H(ω) = e−4iω, deci SXY (ω) = e−4iω SXX (ω). Faza: ϕ(ω) = −4ω (liniar 
în ω).

⊡ (B) C 2
XY (ω) = |SXY |2/(SXX · SYY ): (i) F r  zgomot: C 2

XY = 1. (ii) Cu zgomot:
C 2
XY = SXX/(SXX + σ2

ε/(2π)) < 1.
⊡ (C) Întârzierea de grup = −dϕ/dω = 4 perioade la toate frecvenµele � con�rm  o deplasare

pur  de 4 perioade, f r  distorsiune de faz .

TSA_ch12_coherence

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/danpele/TSA/tree/main/TSA_ch12/TSA_ch12_coherence


Subiecte de Discut,ie 23

Discut, ie: Alegerea Estimatorului Spectral

Întrebare Cheie
Aveµi n = 1000 observaµii. Ce estimator spectral folosiµi ³i de ce?

Cadru de Decizie
1. Doriµi o privire rapid  asupra frecvenµelor dominante?

▶ Periodograma brut  � rapid , dar zgomotoas 
2. Aveµi nevoie de varianµ  redus  ³i suprimare bun  a lobilor laterali?

▶ Multitaper (DPSS) � standardul modern
3. Serie scurt  sau segmente nestaµionare?

▶ Welch (segmente suprapuse) � reduce sensibilitatea la nestaµionaritate
4. Seria urmeaz  un model AR/ARMA cunoscut?

▶ Spectrul AR parametric � neted ³i consistent cu modelul

TSA_ch12_estimation
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Discut, ie: Interpretarea Spectrelor Economice

Întrebare Cheie
Calculaµi densitatea spectral  a cre³terii trimestriale a PIB ³i g siµi cea mai mare putere la frecvenµe sub
π/16. Ce implic  aceasta?

Ghid de Interpretare

⊡ Frecvenµ  ω < π/16 ⇒ perioad  > 32 trimestre = 8 ani: cicluri lungi
⊡ Spectrul este ro³u: domin  componenta persistent , cu evoluµie lent 
⊡ Banda ciclului de afaceri: ω ∈ [π/16, π/3] (perioade 6�32 trimestre)

Reguli Practice

⊡ Trend: putere la ω ≈ 0 (frecvenµ  foarte joas )
⊡ Ciclu de afaceri: putere în banda Baxter-King (6�32 trimestre)
⊡ Sezonalitate: vârfuri clare la ω = π/2 (trimestrial), 2π/12 (lunar)
⊡ Zgomot alb: spectru plat la toate frecvenµele

TSA_ch12_gdp
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Discut, ie: Filtrul HP în Practic 

Întrebare Cheie
Ar trebui economi³tii s  renunµe la �ltrul HP? Care sunt alternativele?

Argumente Împotriv  (Hamilton 2018)

⊡ Impune structur  ARMA(4,4) spurioas  zgomotului alb
⊡ Genereaz  cicluri arti�ciale absente din date
⊡ Estim rile la sfâr³itul e³antionului sunt nesigure
⊡ Rezultatele nu sunt invariante la alegerea lui λ

Alternative

⊡ Filtrul Hamilton: regresia Yt+h pe Yt ,Yt−1,Yt−2,Yt−3; reziduul ca ciclu
⊡ Filtrul bandpass (Baxter-King, Christiano-Fitzgerald): izoleaz  direct frecvenµele ciclului de afaceri
⊡ Model cu componente neobservate: modelare explicit  trend + ciclu (metode state-space)

TSA_ch12_�lters
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Exercit,iu cu Inteligent,  Arti�cial  26

Exercit, iu AI: Gândire Critic 
Prompt de testat în ChatGPT / Claude / Copilot

�Estimaµi densitatea spectral  a cre³terii trimestriale a PIB real al SUA (1947�prezent) folosind periodograma, metoda

Welch ³i multitaper. Identi�caµi frecvenµa dominant  a ciclului de afaceri. Testaµi memoria lung  cu estimatorul GPH ³i

comparaµi cu Whittle Local."

Exercit
,
iu: evaluaµi critic rezultatul AI:

1. A folosit AI normalizarea spectral  corect  (convenµia 1/(2π))?
2. Sunt justi�caµi parametrii pentru segmentele Welch ³i l µimea de band  multitaper?
3. Vârful identi�cat al ciclului de afaceri corespunde intervalului a³teptat de 6�32 trimestre?
4. Este l µimea de band  GPH aleas  în mod optim (de ex. m ≈ n0,5)?
5. Sunt consistente estim rile GPH ³i Whittle Local? Dac  nu, de ce pot diferi?

Atent
,
ie: Codul generat de AI poate rula f r  erori ³i ar ta profesional. Aceasta nu înseamn  c  este corect.

TSA_ch12_long_memory
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Exercit,iu cu Inteligent,  Arti�cial  27

Exercit, ii pentru Acas 

1. Teoretic: Ar taµi c  pentru zgomot alb εt ∼WN(0, σ2), densitatea spectral  este
f (ω) = σ2/(2π) pentru orice ω ∈ [0, π].

2. Calcul: Pentru procesul AR(2) Yt = 0,6Yt−1 − 0,3Yt−2 + εt :
▶ Derivaµi analitic densitatea spectral  f (ω)
▶ Simulaµi n = 512 observaµii ³i comparaµi periodograma cu spectrul teoretic
▶ Aplicaµi estimarea Welch ³i multitaper; comparaµi toate trei metode

3. Aplicat: Desc rcaµi datele lunare privind num rul de pete solare (sidc.be):
▶ Estimaµi densitatea spectral  ³i identi�caµi ciclul de ≈ 11 ani
▶ Testaµi memoria lung ; raportaµi d̂ prin GPH ³i Whittle Local

4. Gândire Critic : De ce aplicarea �ltrului HP cu λ = 1600 pe date lunare (în loc de trimestriale)
produce rezultate eronate?

TSA_ch12_sunspot

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/danpele/TSA/tree/main/TSA_ch12/TSA_ch12_sunspot


Exercit,iu cu Inteligent,  Arti�cial  28

Indicii pentru Solut, ii
Indicii
1. Prin teorema Wiener-Khinchin: f (ω) = 1

2π

∑
h γ(h)e

−iωh. Pentru zgomot alb: γ(0) = σ2,
γ(h) = 0 pentru h ̸= 0, deci f (ω) = σ2/(2π) � plat.

2. Spectrul AR(2): f (ω) = σ2

2π|1−0,6e−iω+0,3e−2iω|2 . Procesul are un vârf spectral (r d cini

complexe). Veri�caµi numeric: vârful ar trebui s  se a�e între 0 ³i π/2.

3. Ciclul petelor solare: a³teptaµi un vârf clar la ω = 2π/(11× 12) ≈ 0,048 rad/lun . Testele de
memorie lung  dau de obicei d̂ ≈ 0,3�0,5 pentru petele solare.

4. Calibrarea �ltrului HP: λ = 1600 este proiectat pentru date trimestriale. Pentru date lunare,
valoarea corect  este λ ≈ 1600× 34 = 129.600. Folosind λ = 1600 pe date lunare, frecvenµa de
t iere este gre³it , distorsionând ciclul extras.

TSA_ch12_�lters

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/danpele/TSA/tree/main/TSA_ch12/TSA_ch12_filters
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Rezumat: Capitolul 12

Parte Exerciµii Concepte Cheie

Anul 3 Ex. 1�4 Log-randamente; ACF plat ⇒ zgomot alb; periodogram ; inconsistenµ ; spectrul AR(1); spectru ro³u
Master Ex. 5�7 Bias-varianµ  Welch vs. multitaper; spectru AR parametric; transfer HP; critica Hamilton

Doctorat Ex. 8�10 GPH log-periodogram ; e�cienµ  Whittle Local; spectru încruci³at; coerenµ ; întârziere de grup

Compromis cheie: Rezoluµie în frecvenµ  ←→ Varianµ  statistic  � netezire mai mare ⇒ varianµ  mai mic , dar nu se pot distinge

vârfuri spectrale apropiate

Întreb ri?

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp



Bibliogra�e 30

Bibliogra�e I

Manuale de Analiz  a Seriilor de Timp

⊡ Hyndman, R.J., & Athanasopoulos, G. (2021). Forecasting: Principles and Practice, ed. a 3-a,
OTexts.

⊡ Shumway, R.H., & Sto�er, D.S. (2017). Time Series Analysis and Its Applications, ed. a 4-a,
Springer.

⊡ Percival, D.B., & Walden, A.T. (1993). Spectral Analysis for Physical Applications. Cambridge
University Press.

Memorie Lung  s, i Filtre

⊡ Geweke, J., & Porter-Hudak, S. (1983). Estimarea modelelor cu memorie lung . J. Time Ser.

Anal., 4, 221�238.
⊡ Robinson, P.M. (1995). Estimare semiparametric  gaussian  a dependenµei pe termen lung. Ann.

Statist., 23, 1630�1661.
⊡ Hamilton, J.D. (2018). De ce nu trebuie folosit �ltrul HP. Rev. Econ. Statist., 100(5), 831�843.

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Bibliogra�e II

Wavelets ³i Metode Avansate

⊡ Mallat, S. (2009). A Wavelet Tour of Signal Processing, ed. a 3-a, Academic Press.
⊡ Gençay, R., Selçuk, F., & Whitcher, B. (2002). An Introduction to Wavelets and Other Filtering

Methods in Finance and Economics. Academic Press.
⊡ Baxter, M., & King, R.G. (1999). Measuring business cycles: Approximate band-pass �lters. Rev.

Econ. Statist., 81(4), 575�593.

Resurse Online s, i Cod

⊡ Quantlet: https://quantlet.com � Platform  de cod pentru metode cantitative
⊡ Quantinar: https://quantinar.com � Platform  de înv µare pentru metode cantitative
⊡ GitHub TSA: https://github.com/danpele/TSA/tree/main/TSA_ch12 � Cod Python pentru

acest seminar

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://quantlet.com
https://quantinar.com
https://github.com/danpele/TSA/tree/main/TSA_ch12
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V  mult
,
umesc!

Întreb ri?

Materialele seminarului sunt disponibile la:
https://danpele.github.io/Time-Series-Analysis/

Quantlet Quantinar

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://danpele.github.io/Time-Series-Analysis/
https://quantlet.com
https://quantinar.com
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