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Cuprins Seminar
⊡ Test Gril  � Veri�care cunos,tint,e

⊡ Întreb ri Adev rat/Fals � Veri�c ri conceptuale

⊡ Exercit
,
ii de Calcul � Practic  aplicat 

⊡ Exercit
,
ii Python � Practic  de programare

⊡ Întreb ri de Discut
,
ie � Gândire critic 

⊡ Exercit
,
iu cu asistent

,
  AI � Gândire critic 

⊡ Formule Cheie � Formule esent, iale
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Test Gril  3

Test 1: Operatorul Lag

Întrebare
Care este rezultatul aplic rii (1− L)2 lui Xt?

Variante de r spuns

(A) Xt − Xt−1

(B) Xt − 2Xt−1 + Xt−2

(C) Xt + Xt−1 + Xt−2

(D) Xt − Xt−2

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 1: R spuns

R spuns: B

⊡ Xt − 2Xt−1 + Xt−2

⊡ Explicat
,
ie:

(1− L)2Xt = (1− 2L+ L2)Xt

= Xt − 2Xt−1 + Xt−2

⊡ Aceasta este diferent
,
a de ordinul doi a lui Xt .
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Second Difference 2Xt = (1 L)2Xt

Lag Operator Summary

Notation:
  L X_t = X_{t-1}     (one lag)
  L^k X_t = X_{t-k}   (k lags)

Difference Operator:
   = (1 - L)
  X_t = X_t - X_{t-1}

Second Difference:
  ² = (1-L)² = 1 - 2L + L²
  ²X_t = X_t - 2X_{t-1} + X_{t-2}

AR(p) in Lag Notation:
  (L)X_t = _t
  where (L) = 1 - L - L² - ... - L

MA(q) in Lag Notation:
  X_t = (L) _t
  where (L) = 1 + L + L² + ... + qLq

ARMA(p,q):
  (L)X_t = (L) _t

Operatorul lag: LkXt = Xt−k

TSA_ch2_lag_operator
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Test 2: Stat, ionaritatea AR(1)

Întrebare
Pentru ce valoare a lui ϕ procesul AR(1) Xt = 0.5+ ϕXt−1 + εt este stat, ionar?

Variante de r spuns

(A) ϕ = 1.2

(B) ϕ = 1.0

(C) ϕ = −0.8

(D) ϕ = −1.5
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Test 2: R spuns

R spuns: C

⊡ ϕ = −0.8 (Stat, ionar)

⊡ Condit
,
ia de stat

,
ionaritate AR(1): |ϕ| < 1

⊡ Veri�carea �ec rei opt, iuni:
⊡ A: |1.2| = 1.2 > 1 Ö
⊡ B: |1.0| = 1 (r d cin  unitar ) Ö
⊡ C: | − 0.8| = 0.8 < 1 ✓
⊡ D: | − 1.5| = 1.5 > 1 Ö
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TSA_ch2_ar1
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Test 3: Modelul ACF

Întrebare
Observat, i urm torul model ACF: vârf semni�cativ la lag 1, apoi toate lag-urile în benzile de
încredere. PACF arat  descres,tere gradual . Ce model este sugerat?

Variante de r spuns

(A) AR(1)

(B) MA(1)

(C) ARMA(1,1)

(D) Zgomot alb

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 3: R spuns

R spuns: B

⊡ MA(1)

⊡ Regula cheie de identi�care:
⊡ ACF se anuleaz  dup  lag q ⇒ MA(q)
⊡ PACF se anuleaz  dup  lag p ⇒ AR(p)
⊡ Aici: ACF se anuleaz  la lag 1, PACF descres,te

⇒ MA(1)
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TSA_ch2_ma1
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Test 4: Invertibilitatea MA

Întrebare
Pentru procesul MA(1) Xt = εt + 1.5εt−1, este procesul invertibil?

Variante de r spuns

(A) Da, deoarece procesele MA sunt întotdeauna invertibile

(B) Da, deoarece 1.5 > 0

(C) Nu, deoarece |θ| = 1.5 > 1

(D) Nu, deoarece procesele MA nu sunt niciodat  invertibile

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 4: R spuns

R spuns: C

⊡ Nu este invertibil (|θ| = 1.5 > 1)

⊡ Invertibilitatea MA(1): Necesit  |θ| < 1
⊡ Echivalent: r d cina lui θ(z) = 1+ θz = 0

trebuie s  �e în afara cercului unitate.
⊡ Aici: z = −1/1.5 = −0.67 este în interior.
⊡ ⇒ Nu este invertibil
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TSA_ch2_ma1
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Test 5: Reprezentarea ARMA

Întrebare
Forma compact  ϕ(L)Xt = θ(L)εt reprezint  ce model?

Variante de r spuns

(A) Model AR pur

(B) Model MA pur

(C) Model ARMA

(D) Niciunul dintre cele de mai sus

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 5: R spuns

R spuns: C

⊡ Model ARMA

⊡ Notat
,
ia cu polinoame lag:

⊡ ϕ(L) = 1− ϕ1L− · · · − ϕpL
p

⊡ θ(L) = 1+ θ1L+ · · ·+ θqL
q

⊡ Cazuri speciale:
⊡ θ(L) = 1: AR pur
⊡ ϕ(L) = 1: MA pur
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TSA_ch2_arma
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Test 6: Criterii Informat, ionale

Întrebare
Când compar m ARMA(1,1) s, i ARMA(2,1) folosind BIC, care a�rmat, ie este corect ?

Variante de r spuns

(A) BIC mai mic înseamn  întotdeauna prognoze mai bune

(B) BIC penalizeaz  complexitatea mai put, in decât AIC

(C) Modelul cu BIC mai mic este preferat

(D) BIC poate compara doar modele cu acelas, i num r de parametri

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 6: R spuns

R spuns: C

⊡ Modelul cu BIC mai mic este preferat

⊡ Criterii Informat
,
ionale:

AIC = −2 ln(L̂) + 2k

BIC = −2 ln(L̂) + k ln(n)

⊡ BIC penalizeaz  complexitatea mai mult decât
AIC (pentru n > 7).

⊡ ⇒ BIC favorizeaz  modele mai simple.
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TSA_ch2_model_selection
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Test 7: Testul Ljung-Box

Întrebare
Dup  ajustarea unui model ARMA(2,1), rulat, i testul Ljung-Box pe reziduuri s, i obt, inet, i valoare-p =
0.02. Ce concluzie traget, i?

Variante de r spuns

(A) Modelul este adecvat

(B) Reziduurile sunt zgomot alb

(C) Exist  autocorelat, ie semni�cativ  în reziduuri

(D) Modelul are prea mult, i parametri

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 7: R spuns

R spuns: C

⊡ Autocorelat, ie semni�cativ  în reziduuri

⊡ Testul Ljung-Box:
⊡ H0: Reziduurile sunt zgomot alb
⊡ H1: Autocorelat, ie prezent 
⊡ valoare-p = 0.02 < 0.05
⊡ ⇒ Respingem H0

⊡ Modelul este inadecvat � încercat, i alte ordine.
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TSA_ch2_diagnostics
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Test 8: Prognoz 

Întrebare
Pentru un model AR(1) cu ϕ = 0.6 s, i medie µ = 10, ce se întâmpl  cu prognozele când orizontul
h → ∞?

Variante de r spuns

(A) Prognozele cresc f r  limit 

(B) Prognozele converg la 0

(C) Prognozele converg la µ = 10

(D) Prognozele oscileaz  pentru totdeauna

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 8: R spuns

R spuns: C

⊡ Prognozele converg la µ = 10

⊡ Formula de prognoz  AR(1):

X̂n+h|n = µ+ ϕh(Xn − µ)

⊡ Deoarece |ϕ| = 0.6 < 1:

lim
h→∞

ϕh = 0

⊡ ⇒ Prognozele converg la µ. Revenire la medie.
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Test 9: R d cinile AR(2)

Întrebare
Un proces AR(2) are r d cinile caracteristice (ale ϕ(z) = 1− ϕ1z − ϕ2z

2 = 0) z1 = 0.8 s, i
z2 = −0.5. Este stat, ionar?

Variante de r spuns

(A) Da, deoarece ambele r d cini sunt în interiorul cercului unitate

(B) Nu, deoarece o r d cin  este negativ 

(C) Nu, deoarece r d cinile trebuie s  �e în afara cercului unitate

(D) Nu se poate determina f r  mai multe informat, ii

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 9: R spuns

R spuns: C

⊡ R d cinile trebuie s  �e în afara cercului unitate

⊡ Condit
,
ia de stat

,
ionaritate: R d cinile lui

ϕ(z) = 0 trebuie s  �e în afara cercului unitate
(|z | > 1).

⊡ Aici:
⊡ |z1| = 0.8 < 1 Ö
⊡ |z2| = 0.5 < 1 Ö
⊡ Ambele în interior ⇒ Nestat

,
ionar
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AR(2): r d cini s,i triunghiul de stat,ionaritate

TSA_ch2_ar2
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Test 10: Propriet t, ile MA(q)

Întrebare
Pentru un proces MA(2), ACF-ul:

Variante de r spuns

(A) Descres,te exponent, ial

(B) Se anuleaz  dup  lag 2

(C) Se anuleaz  dup  lag 1

(D) Nu se anuleaz  niciodat 

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 10: R spuns

R spuns: B

⊡ Se anuleaz  dup  lag 2

⊡ Proprietatea ACF pentru MA(q): ρ(h) = 0
pentru h > q

⊡ MA(1): ACF se anuleaz  dup  lag 1
⊡ MA(2): ACF se anuleaz  dup  lag 2
⊡ MA(q): ACF se anuleaz  dup  lag q
⊡ Caracteristica cheie de identi�care.
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TSA_ch2_ma1
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Adev rat sau Fals? � Întreb ri

A�rmat
,
ie A/F?

1. Un proces AR(2) poate prezenta comportament pseudo-ciclic. ?

2. Procesele MA necesit  o condit,ie de stat,ionaritate. ?

3. PACF-ul unui proces AR(p) se anuleaz  dup  lag p. ?

4. Dac  AIC selecteaz  ARMA(2,1) s, i BIC selecteaz  ARMA(1,1), nu pot � ambele corecte. ?

5. Intervalele de încredere se îngusteaz  pe m sur  ce orizontul cres,te. ?

6. Ecuat,iile Yule-Walker pot � folosite pentru a estima parametrii MA. ?

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Adev rat sau Fals? � R spunsuri
1. ADEV�RAT: AR(2) cu r d cini complexe ⇒

oscilat, ii amortizate

2. FALS: Procesele MA sunt întotdeauna stat, ionare; au
nevoie de invertibilitate

3. ADEV�RAT: Caracteristica cheie de identi�care a
AR(p)

4. FALS: Ambele sunt �corecte" pentru criteriile lor
(AIC: estimare, BIC: parcimonie)

5. FALS: IC se l rgesc cu orizontul (mai mult 
incertitudine)

6. FALS: Yule-Walker este pentru AR; MA foloses,te
MLE
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Exercit, iul 1: Propriet t, ile AR(1)
Problem : Considerat, i procesul AR(1):

Xt = 2+ 0.7Xt−1 + εt , εt ∼ WN(0, 9)

Calculat, i:

1. Media µ
2. Variant,a γ(0)
3. Autocovariant,a γ(1) s, i γ(2)
4. Autocorelat, ia ρ(1) s, i ρ(2)

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Exercit, iul 1: Solut, ie
Dat: c = 2, ϕ = 0.7, σ2 = 9

1. Media:

µ =
c

1− ϕ
=

2
1− 0.7

=
2
0.3

= 6.67

2. Variant
,
a:

γ(0) =
σ2

1− ϕ2
=

9
1− 0.49

= 17.65

3. Autocovariant
,
a:

γ(1) = ϕ · γ(0) = 0.7× 17.65 = 12.35

γ(2) = ϕ2 · γ(0) = 0.49× 17.65 = 8.65

4. Autocorelat
,
ia:

ρ(1) = ϕ = 0.7, ρ(2) = ϕ2 = 0.49

Simulare AR(1) s,i ACF

TSA_ch2_ex1_ar1
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Exercit, iul 2: Propriet t, ile MA(1)
Problem : Considerat, i procesul MA(1):

Xt = 5+ εt − 0.4εt−1, εt ∼ WN(0, 4)

Calculat, i:

1. Media µ
2. Variant,a γ(0)
3. Autocovariant,a γ(1)
4. Autocorelat, ia ρ(1)
5. Este acest proces invertibil?
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Exercit, iul 2: Solut, ie
Dat: µ = 5, θ = −0.4, σ2 = 4

1. Media:
E[Xt ] = µ = 5

2. Variant
,
a:

γ(0) = σ2(1+ θ2) = 4(1.16) = 4.64

3. Autocovariant
,
a:

γ(1) = θσ2 = −0.4× 4 = -1.6

4. Autocorelat
,
ia:

ρ(1) =
γ(1)
γ(0)

=
−1.6
4.64

= -0.345

5. Invertibilitate: |θ| = 0.4 < 1 ⇒ Da

MA(1): ACF se anuleaz  dup  lag 1

TSA_ch2_ex2_ma1
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Exercit, iul 3: R d cinile Caracteristice
Problem : Considerat, i procesul AR(2):

Xt = 0.5Xt−1 + 0.3Xt−2 + εt

1. Scriet, i ecuat, ia caracteristic 
2. G sit, i r d cinile caracteristice
3. Este acest proces stat, ionar?
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Exercit, iul 3: Solut, ie
1. Ecuat

,
ia caracteristic :

ϕ(z) = 1− 0.5z − 0.3z2 = 0

Sau: 0.3z2 + 0.5z − 1 = 0

2. R d cinile (formula cuadratic ):

z =
−0.5±

√
0.25+ 1.2

0.6

z1 = 1.17, z2 = -2.84

3. Veri�carea stat
,
ionarit t

,
ii:

|z1| = 1.17 > 1 ✓
|z2| = 2.84 > 1 ✓
Ambele în afara cercului unitate ⇒ Stat

,
ionar

R d cini în afara cercului ⇒ stat,ionar

TSA_ch2_ex3_roots
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Exercit, iul 4: Prognoz 
Problem : At, i ajustat un model AR(1):

Xt = 3+ 0.8Xt−1 + εt , σ2 = 4

Dat X100 = 20, calculat, i:

1. Prognoza la 1 pas înainte X̂101|100

2. Prognoza la 2 pas, i înainte X̂102|100
3. Prognoza pe termen lung când h → ∞
4. Intervalul de încredere de 95% pentru X̂101|100
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Exercit, iul 4: Solut, ie
Dat: c = 3, ϕ = 0.8, σ2 = 4, X100 = 20
Media: µ = 3

1−0.8
= 15

1. Prognoza la un pas:

X̂101|100 = 3+ 0.8× 20 = 19

2. Prognoza la doi pas
,
i:

X̂102|100 = 3+ 0.8× 19 = 18.2

3. Prognoza pe termen lung:

lim
h→∞

X̂100+h|100 = µ = 15

4. IC 95%:

19± 1.96× 2 = [15.08, 22.92]

Prognoza converge la medie

TSA_ch2_ex4_forecast
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Exercit, iu Python 1: Simulare s, i Ajustare AR(1)
Sarcin :

1. Simulat, i 300 de observat, ii dintr-un AR(1) cu ϕ = 0.6
2. Reprezentat, i gra�c seria s, i ACF/PACF
3. Ajustat, i un model AR(1) s, i comparat, i ϕ̂ vs ϕ real
4. Examinat, i diagnosticele reziduurilor

Cod cheie:

from statsmodels.tsa.arima.model import ARIMA

model = ARIMA(x, order=(1, 0, 0)).fit()

print(model.summary())

TSA_ch2_python_simulate
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Exercit, iu Python 2: Select, ia Modelului
Sarcin :

1. Înc rcat, i o serie de timp s, i veri�cat, i stat, ionaritatea (testul ADF)
2. Comparat, i AIC/BIC pentru AR(1), MA(1), ARMA(1,1), ARMA(2,1)
3. Selectat, i cel mai bun model
4. Generat, i prognoze cu intervale de încredere

Funct
,
ii cheie:

⊡ adfuller(x) pentru testul de stat, ionaritate
⊡ model.aic, model.bic pentru criterii
⊡ model.get_forecast(h) pentru predict, ii

TSA_ch2_python_selection

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch2_python_selection


Exercit,ii Python 35

Exercit, iu Python 3: Veri�carea Diagnosticelor
Sarcin : Dup  ajustarea unui model, efectuat, i diagnostice complete:

1. Reprezentat, i gra�c reziduurile în timp
2. Reprezentat, i gra�c ACF-ul reziduurilor
3. Creat, i gra�cul Q-Q pentru normalitate
4. Rulat, i testul Ljung-Box

Funct
,
ii cheie:

⊡ model.resid pentru reziduuri
⊡ plot_acf(resid) pentru gra�cul ACF
⊡ stats.probplot(resid) pentru gra�cul Q-Q
⊡ acorr_ljungbox(resid, lags=[10]) pentru test

TSA_ch2_python_diagnostics
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Discut, ie 1: Select, ia Modelului
Scenariu: Modelat, i rate de in�at, ie lunare. Dup  veri�carea stat, ionarit t, ii:

⊡ ACF: semni�cativ la lag-urile 1, 2, 3, apoi descres,te
⊡ PACF: semni�cativ la lag-urile 1, 2, apoi se anuleaz 
⊡ AIC selecteaz  ARMA(2,3)
⊡ BIC selecteaz  AR(2)

Întreb ri:

1. Ce sugereaz  modelul ACF/PACF?
2. De ce nu sunt de acord AIC s, i BIC?
3. Ce model at, i alege s, i de ce?
4. Ce veri�c ri suplimentare at, i efectua?
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Discut, ie 2: Evaluarea Prognozei
Scenariu: Ajustat, i un model ARMA(1,1) pe randamente zilnice de act, iuni. Ajustarea în es,antion arat 
bine (Ljung-Box p = 0.45), dar RMSE în afara es,antionului este mai r u decât mersul aleatoriu.

Întreb ri:

1. Este aceasta surprinz tor? De ce sau de ce nu?
2. Ce ne spune despre predictibilitatea randamentelor?
3. Ar trebui s  concluzionat, i c  modelul ARMA este inutil?
4. Ce alternative at, i putea considera?

Indiciu: Gândit, i-v  la Ipoteza Piet,elor E�ciente s, i la ce capteaz  ARMA vs. volatility clustering.
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Exercit, iu AI: Gândire critic 
Prompt de testat în ChatGPT / Claude / Copilot

�Descarc  de pe FRED num rul lunar de cereri init,iale de s,omaj din SUA (seria ICNSA, neajustat sezonier) din 2010-01

pân  în 2024-12 (180 observat,ii). Calculeaz  diferent,ele logaritmice pentru a obt,ine rata de cres,tere. Testeaz 

stat,ionaritatea cu ADF s, i KPSS. Estimeaz  modele ARMA cu ordine (p, q) între (1, 0) s, i (3, 3), selecteaz  cel mai bun

model dup  AIC/BIC. Veri�c  reziduurile (Ljung-Box, normalitate) s, i prognozeaz  6 luni. Vreau cod Python complet cu

gra�ce.�

Exercit
,
iu:

1. Rulat, i prompt-ul într-un LLM la alegere s, i analizat, i critic r spunsul.
2. Veri�c  stat, ionaritatea înainte de a estima ARMA? Foloses,te ambele teste (ADF + KPSS)?
3. Cum gestioneaz  vârful COVID-19 din date? Îl trateaz  ca outlier sau îl ignor ?
4. Select, ia ordinelor (p, q) e justi�cat  prin ACF/PACF sau doar prin AIC?
5. Reziduurile sunt testate complet? (Ljung-Box, Q-Q plot, heteroscedasticitate)

Atent
,
ie: Codul generat de AI poate rula f r  erori s, i ar ta profesional. Asta nu înseamn  c  e corect.
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Rezumat Formule Cheie

Concept Formula

Media AR(1) µ = c/(1− ϕ)

Variant,a AR(1) γ(0) = σ2/(1− ϕ2)

ACF AR(1) ρ(h) = ϕh

Stat,ionaritate AR(1) |ϕ| < 1

Variant,a MA(1) γ(0) = σ2(1+ θ2)

ACF MA(1) ρ(1) = θ/(1+ θ2), ρ(h) = 0 pentru h > 1

Invertibilitate MA(1) |θ| < 1

Prognoza AR(1) X̂n+h|n = µ+ ϕh(Xn − µ)

IC Prognoz  X̂ ± zα/2 ×
√

MSFE(h)

AIC −2 ln(L̂) + 2k

BIC −2 ln(L̂) + k ln(n)
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Exercit, iu de Replicare: Box & Jenkins (1970)

Obiectiv
Replicat, i analiza seriei �Airline Passengers� (seria G din Box & Jenkins, 1970) cu date actualizate.

1. Desc rcat,i seria lunar  de pasageri aerieni din România (INS sau Eurostat, 2010�2024)
2. Aplicat,i transformarea ln s, i diferent,ierea (1− B)(1− B12)

3. Identi�cat,i ordinul ARIMA folosind ACF/PACF (comparat,i cu Fig. 9.2 din Box & Jenkins)
4. Estimat,i modelul ARIMA(0, 1, 1)(0, 1, 1)12 � �airline model�
5. Veri�cat,i reziduurile: Ljung-Box, normalitate, ACF reziduuri

6. Întrebare: Modelul airline este înc  adecvat pentru date moderne? Ce s-a schimbat?

Ref: Box, G.E.P. & Jenkins, G.M. (1970). Time Series Analysis: Forecasting and Control, Holden-Day.
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Bibliogra�e II

Abord ri Moderne s, i Machine Learning

⊡ Nielsen, A. (2019). Practical Time Series Analysis, O'Reilly Media.
⊡ Petropoulos, F., et al. (2022). Forecasting: Theory and Practice, International Journal of

Forecasting.
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Resurse Online s, i Cod

⊡ Quantlet: https://quantlet.com � Depozit de cod pentru statistic 
⊡ Quantinar: https://quantinar.com � Platform  de înv t,are metode cantitative
⊡ GitHub TSA: https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch2 � Cod Python pentru

acest seminar
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V  mult
,
umesc!

Întreb ri?

Materialele seminarului sunt disponibile la:
https://danpele.github.io/Time-Series-Analysis/

Quantlet Quantinar
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