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Cuprins Seminar
⊡ Test de Recapitulare � Veri�care cunos,tint,e

⊡ Întreb ri Adev rat/Fals � Veri�c ri conceptuale

⊡ Probleme Practice � Practic  aplicat 

⊡ Exemple Rezolvate � Solut, ii detaliate

⊡ Analiz  pe Date Reale � Exemple practice

⊡ Subiecte de Discut
,
ie � Gândire critic 

⊡ Exercit
,
iu cu asistent

,
  AI � Gândire critic 

⊡ Exercit
,
ii pentru Studiu Individual � Practic  extins 
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Test de Recapitulare 3

Test 1: Diferent, ierea Sezonier 

Întrebare
Pentru date lunare cu sezonalitate anual , ce face operatorul (1− L12)?

A) Ia 12 diferent,e consecutive
B) Calculeaz  Yt − Yt−12

C) Face media pe 12 luni
D) Elimin  primele 12 observat, ii

R spuns: B � Calculeaz  Yt − Yt−12

⊡ Operatorul de diferent
,
  sezonier : (1− L12)Yt = Yt − L12Yt = Yt − Yt−12

⊡ Exemplu (vânz ri ianuarie): YIan2025 − YIan2024

⊡ Efect: Elimin  tiparul sezonier anual stabil
⊡ Not : (1− Ls) pentru orice perioad  sezonier  s (trimestrial: s = 4, s pt mânal: s = 52)
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Vizual: Diferent,a Sezonier 
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Diferent,ierea sezonier  elimin  modelele anuale comparând aceleas, i perioade între ani.
TSA_ch4_seasonal_di�erencing
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Test 2: Notat, ia SARIMA

Întrebare
Ce reprezint  SARIMA(1, 1, 1)× (1, 1, 1)12?

A) 12 modele ARIMA diferite
B) ARIMA cu 12 termeni AR s, i 12 termeni MA
C) ARIMA(1,1,1) cu ARIMA(1,1,1) sezonier la perioada 12
D) Un model care necesit  12 ani de date
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Test 2: R spuns

R spuns: C � ARIMA(1,1,1) cu ARIMA(1,1,1) sezonier la perioada 12

SARIMA(p, d, q) × (P, D, Q)s Notation

(L) (Ls)(1 L)d(1 Ls)DYt = (L) (Ls) t

Regular (Non-Seasonal)

p = AR order (Number of AR lags)

d = Differencing (Regular differences)

q = MA order (Number of MA lags)

Seasonal

P = Seasonal AR (SAR lags at s, 2s, . . . )

D = Seasonal Diff ((1 Ls)D)

Q = Seasonal MA (SMA lags at s, 2s, . . . )

s = Period (Seasonal period)

Example: SARIMA(1, 1, 1) × (0, 1, 1)12

Monthly data with: AR(1), MA(1), one regular diff,

one seasonal diff at lag 12, seasonal MA(1)

⊡ (1− ϕ1L)(1− Φ1L
12)(1− L)(1− L12)Yt = (1+ θ1L)(1+Θ1L

12)εt

TSA_ch4_sarima_identi�cation
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Vizual: Structura Modelului SARIMA
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SARIMA combin  componentele ARIMA obis,nuite cu componentele sezoniere la lag-ul s.
TSA_ch4_sarima_estimation
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Test 3: Modelul Airline

Întrebare
�Modelul airline� se refer  la SARIMA(0, 1, 1)× (0, 1, 1)12. Cât, i parametri are (excluzând variant,a)?

A) 2 parametri
B) 4 parametri
C) 6 parametri
D) 12 parametri

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 3: R spuns

R spuns: A � 2 parametri (θ1 s, i Θ1)

0 20 40 60 80 100 120 140
Month

100

200

300

400

500

Pa
ss

en
ge

rs

Original: Airline Passengers

0 20 40 60 80 100 120 140
Month

4.50

4.75

5.00

5.25

5.50

5.75

6.00

6.25

Lo
g(

Pa
ss

en
ge

rs
)

Log Transform: log(Yt)

0 20 40 60 80 100 120
Month

400

200

0

200

400

Di
ffe

re
nc

ed

(1 L)(1 L12)log Yt: Stationary!

The Airline Model
SARIMA(0, 1, 1) × (0, 1, 1)12

(1 L)(1 L12)Yt = (1 + L)(1 + L12) t

Only 2 parameters:  and 

Why famous?
 Fits many seasonal economic series remarkably well
 Extremely parsimonious (just 2 parameters)
 Box & Jenkins (1970) airline passenger data

⊡ Modelul airline: (1− L)(1− L12)Yt = (1+ θ1L)(1+Θ1L
12)εt

⊡ Se potrives,te remarcabil de bine pe multe serii economice sezoniere (Box & Jenkins, 1970)

TSA_ch4_case_airline
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Test 4: ACF-ul Datelor Sezoniere

Întrebare
Pentru date lunare cu sezonalitate puternic , unde v  as,teptat, i s  vedet, i vârfuri ACF semni�cative?

A) Doar la lag 1
B) Doar la lag 12
C) La lag-urile 12, 24, 36, ...
D) Distribuite aleatoriu

R spuns: C � La lag-urile 12, 24, 36, ...

⊡ Intuit
,
ie: Ianuarie 2024 este similar cu ianuarie 2023, 2022, etc.

⊡ Model ACF: Vârfuri la lag-urile s, 2s, 3s, . . . (ρ12, ρ24, ρ36 ̸= 0)
⊡ Diagnostic: Descres,tere lent  la lag-urile sezoniere ⇒ D = 1; Întrerupere dup  lag s ⇒ Q = 1

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Vizual: Modele de Sezonalitate
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Modelele sezoniere se repet  la intervale regulate (lunar, trimestrial, etc.) s, i pot � aditive sau multiplicative.
TSA_ch4_seasonal_patterns
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Test 5: Structura Multiplicativ 

Întrebare
În SARIMA, ce înseamn  �structur  multiplicativ �?

A) Amplitudinea sezonier  cres,te proport, ional
B) Polinoamele obis,nuite s, i sezoniere sunt înmult, ite
C) Înmult, im datele cu factori sezonieri
D) Modelul este estimat folosind înmult, irea

R spuns: B � Polinoamele obis,nuite s, i sezoniere sunt înmult, ite

⊡ SARIMA multiplicativ: ϕ(L)Φ(Ls)(1− L)d(1− Ls)DYt = θ(L)Θ(Ls)εt
⊡ Exemplu: (1− ϕ1L)(1− Φ1L

12) = 1− ϕ1L− Φ1L
12 + ϕ1Φ1L

13

⊡ Termenul încrucis
,
at ϕ1Φ1L

13: Capteaz  interact, iunea între dinamica pe termen scurt s, i lung

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 6: Diferent, ierea Sezonier  vs Obis,nuit 

Întrebare
Când at, i aplica atât diferent, ierea obis,nuit  (d = 1) cât s, i sezonier  (D = 1)?

A) Când datele au doar un trend
B) Când datele au doar sezonalitate
C) Când datele au atât trend cât s, i nestat, ionaritate sezonier 
D) Niciodat  � se anuleaz  reciproc

R spuns: C � Atât trend cât s, i nestat, ionaritate sezonier 

⊡ Combinat: Wt = (1− L)(1− L12)Yt = Yt − Yt−1 − Yt−12 + Yt−13

⊡ Când este necesar: ACF cu descres,tere lent  la lag-urile 1,2,3... ⇒ d = 1; la lag-urile 12,24,36...
⇒ D = 1

⊡ Exemple: Pasageri aerieni, vânz ri retail, cerere de energie

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 7: Detectarea Sezonalit t, ii din ACF

Întrebare
ACF-ul unei serii de timp lunare arat  descres,tere lent  la lag-urile 12, 24 s, i 36. Ce sugereaz 
aceasta?

A) Seria este stat, ionar 
B) Seria necesit  doar diferent, ierea obis,nuit 
C) Seria are o r d cin  unitar  sezonier  necesitând D = 1
D) Seria este zgomot alb

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 7: R spuns

R spuns: C � R d cin  unitar  sezonier  necesitând D = 1
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⊡ Stânga: Sezonier  stat, ionar  (descres,tere rapid  la lag-urile sezoniere)
⊡ Dreapta: R d cin  unitar  sezonier  (descres,tere lent  ⇒ necesit  D = 1)

TSA_ch4_seasonal_patterns
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Test 8: Sezonalitate Multiplicativ  vs Aditiv 

Întrebare
Dac  amplitudinea sezonier  a unei serii de timp cres,te proport, ional cu nivelul, aceasta indic :

A) Sezonalitate aditiv  � folosit, i (1− Ls)
B) Sezonalitate multiplicativ  � folosit, i transformarea log
C) F r  sezonalitate prezent 
D) Nevoie doar de diferent, iere obis,nuit 

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 8: R spuns

R spuns: B � Sezonalitate multiplicativ , folosit, i transformarea log
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⊡ Multiplicativ : Amplitudinea sezonier  cres,te cu nivelul (linii divergente)
⊡ Solut

,
ie: Aplicat, i transformarea log înainte de a ajusta SARIMA

TSA_ch4_seasonal_patterns
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Test 9: Gra�cul Subseriilor Sezoniere

Întrebare
Într-un gra�c de subserii sezoniere, ce indic  sezonalitatea multiplicativ ?

A) Liniile pentru �ecare lun  sunt paralele
B) Liniile pentru �ecare lun  divergeaz  (dispersia cres,te în timp)
C) Toate lunile au aceeas, i medie
D) Liniile sunt orizontale

R spuns: B � Liniile divergeaz  (dispersia cres,te în timp)

⊡ Gra�cul subseriilor: Grupeaz  datele pe luni, reprezint  valorile �ec rei luni de-a lungul anilor
⊡ Paralele ⇒ Aditiv ; Divergente ⇒ Multiplicativ ; Orizontale ⇒ F r  trend
⊡ Act

,
iune: Dac  multiplicativ , aplicat, i log înainte de a ajusta SARIMA

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 10: Invertibilitatea în SARIMA

Întrebare
Pentru ca SARIMA(0, 1, 1)× (0, 1, 1)12 s  �e invertibil, care condit, ie trebuie îndeplinit ?

A) |θ1| < 1 doar
B) |Θ1| < 1 doar
C) Atât |θ1| < 1 cât s, i |Θ1| < 1
D) Nu exist  condit, ie de invertibilitate pentru modelele MA

R spuns: C � Atât |θ1| < 1 cât s, i |Θ1| < 1

⊡ Invertibilitate: Toate r d cinile MA în afara cercului unitate
⊡ MA multiplicativ: (1+ θ1L)(1+Θ1L

12)
⊡ R d cini: Obis,nuit  |z | = |−1/θ1| > 1 ⇔ |θ1| < 1; Sezonier  |Θ1| < 1
⊡ Ambele condit, ii necesare pentru invertibilitate general .

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 11: Testul HEGY

Întrebare
Testul HEGY este folosit pentru:

A) Estimarea parametrilor SARIMA
B) Testarea r d cinilor unitare la diferite frecvent,e (trend s, i sezoniere)
C) Veri�carea normalit t, ii reziduurilor
D) Compararea modelelor SARIMA folosind criterii informat, ionale

R spuns: B � Testarea r d cinilor unitare la diferite frecvent,e

⊡ Testul HEGY (Hylleberg-Engle-Granger-Yoo, 1990):
Testeaz  la: Frecvent,a zero (ω = 0) ⇒ d = 1; Nyquist (ω = π); Sezonier  ⇒ D = 1

⊡ Decizie: Respinget, i toate ⇒ variabile dummy sezoniere; Nu respinget, i sezoniera ⇒ diferent, iere
sezonier 

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 12: Identi�carea MA Sezonier

Întrebare
Dup  aplicarea (1− L)(1− L12), ACF arat  un singur vârf semni�cativ doar la lag 12 (f r  vârf la
lag 1). PACF descres,te la lag-urile sezoniere. Aceasta sugereaz :

A) SARIMA(0, 1, 0)× (0, 1, 1)12
B) SARIMA(0, 1, 1)× (0, 1, 0)12
C) SARIMA(1, 1, 0)× (1, 1, 0)12
D) SARIMA(0, 1, 1)× (0, 1, 1)12

R spuns: A � SARIMA(0, 1, 0)× (0, 1, 1)12

⊡ Model: Lag-uri obis,nuite � f r  vârfuri în ACF/PACF; Lag-uri sezoniere � ACF se anuleaz  la s,
PACF descres,te

⊡ Interpretare: F r  MA obis,nuit (q = 0); MA(1) sezonier indicat (Q = 1)
⊡ Model: (1− L)(1− L12)Yt = (1+Θ1L

12)εt

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 12: Identi�carea MA Sezonier

Întrebare
Dup  aplicarea (1− L)(1− L12), ACF arat  un singur vârf semni�cativ doar la lag 12 (f r  vârf la
lag 1). PACF descres,te la lag-urile sezoniere. Aceasta sugereaz :

A) SARIMA(0, 1, 0)× (0, 1, 1)12
B) SARIMA(0, 1, 1)× (0, 1, 0)12
C) SARIMA(1, 1, 0)× (1, 1, 0)12
D) SARIMA(0, 1, 1)× (0, 1, 1)12

R spuns: A � SARIMA(0, 1, 0)× (0, 1, 1)12

⊡ Model: Lag-uri obis,nuite � f r  vârfuri în ACF/PACF; Lag-uri sezoniere � ACF se anuleaz  la s,
PACF descres,te

⊡ Interpretare: F r  MA obis,nuit (q = 0); MA(1) sezonier indicat (Q = 1)
⊡ Model: (1− L)(1− L12)Yt = (1+Θ1L

12)εt
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Test 13: Supradiferent, ierea

Întrebare
Dup  diferent, iere, ACF arat  un vârf negativ mare la lag 1 sau lag s. Aceasta indic  de obicei:

A) Modelul necesit  mai mult, i termeni AR
B) Seria a fost supradiferent, iat 
C) Seria este perfect stat, ionar 
D) Prezent,a heteroscedasticit t, ii

R spuns: B � Seria a fost supradiferent, iat 

⊡ Semn tur : ACF la lag 1 ≈ −0.5 ⇒ supradiferent, iere la d ; ACF la lag s ≈ −0.5 ⇒
supradiferent, iere la D

⊡ De ce? ∆2Yt = εt − εt−1 este MA(1) cu θ = −1, dând ρ1 = −0.5
⊡ Corect

,
ie: Reducet, i d sau D cu unu s, i re-examinat, i ACF/PACF

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 14: Orizontul de Prognoz 

Întrebare
Pentru un model SARIMA cu D = 1, ce se întâmpl  cu intervalele de încredere ale prognozei când
orizontul h → ∞?

A) Converg la o l t, ime �x 
B) Cresc f r  limit 
C) Se mics,oreaz  la zero
D) Oscileaz  sezonier

R spuns: B � Cresc f r  limit 

⊡ Proprietatea r d cinii unitare: Orice r d cin  unitar  cauzeaz  variant,  de prognoz  nem rginit 
⊡ Pentru SARIMA cu D = 1: Var(ŶT+h − YT+h) → ∞ când h → ∞
⊡ Intuit

,
ie: S, ocurile sezoniere se acumuleaz ; prognozele pe termen lung au IC-uri largi

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 15: Selectarea Perioadei Sezoniere

Întrebare
Avet, i date zilnice care arat  modele s pt mânale clare. Ce perioad  sezonier  s ar trebui s  folosit, i
într-un model SARIMA?

A) s = 12 (lunar)
B) s = 7 (s pt mânal)
C) s = 365 (anual)
D) s = 24 (orar)

R spuns: B � s = 7 (s pt mânal)

Date Model Perioada s
Zilnice S pt mânal 7
Lunare Anual 12
Trimestriale Anual 4

⊡ Regul : s = observat, ii per ciclu al modelului dominant

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 16: Componenta AR Sezonier 

Întrebare
În componenta sezonier  Φ(Ls) = 1− Φ1L

s , ce ne spune coe�cientul Φ1 = 0.8?

A) 80% din valoarea perioadei curente vine din perioada anterioar 
B) Exist  80% corelat, ie între observat, iile consecutive
C) Persistent,  sezonier  puternic : valoarea as,teptat  condit, ionat  depinde de 80% din valoarea

aceleias, i perioade de anul trecut
D) Modelul sezonier explic  80% din variant, 

R spuns: C � Persistent,  sezonier  puternic  (Φ1 = 0.8)

⊡ SAR(1): Yt = Φ1Yt−12 + εt
⊡ Cu Φ1 = 0.8: YIan2024 = 0.8 · YIan2023 + εt
⊡ Interpretare: Dependent,  liniar  puternic  (Φ1 = 0.8) de aceeas, i perioad  din anul trecut. Not :

Φ1 este coe�cient de regresie, nu R2; autocorelat, ia la lag 12 este ρ12 = Φ1 = 0,8
⊡ Stat

,
ionaritate: Necesit  |Φ1| < 1 (satisf cut  aici)

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 17: Stat, ionaritatea Sezonier 

Întrebare
Un proces sezonier cu Φ1 = 1 în SARIMA(0, 0, 0)× (1, 0, 0)12 este:

A) Stat, ionar
B) Are o r d cin  unitar  sezonier  (integrat sezonier)
C) Exploziv
D) Nede�nit

R spuns: B � Are o r d cin  unitar  sezonier 

⊡ Model: Yt = Yt−12 + εt (mers aleatoriu sezonier)
⊡ Propriet t

,
i: Variant,a cres,te cu timpul; �ecare lun  urmeaz  propriul s u mers aleatoriu; necesit 

D = 1
⊡ Analogie: Ca mersul aleatoriu obis,nuit dar la frecvent,a sezonier 

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp



Test de Recapitulare 26

Test 17: Stat, ionaritatea Sezonier 

Întrebare
Un proces sezonier cu Φ1 = 1 în SARIMA(0, 0, 0)× (1, 0, 0)12 este:

A) Stat, ionar
B) Are o r d cin  unitar  sezonier  (integrat sezonier)
C) Exploziv
D) Nede�nit

R spuns: B � Are o r d cin  unitar  sezonier 

⊡ Model: Yt = Yt−12 + εt (mers aleatoriu sezonier)
⊡ Propriet t

,
i: Variant,a cres,te cu timpul; �ecare lun  urmeaz  propriul s u mers aleatoriu; necesit 

D = 1
⊡ Analogie: Ca mersul aleatoriu obis,nuit dar la frecvent,a sezonier 

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp



Test de Recapitulare 27

Test 18: Compararea Modelelor

Întrebare
Modelul A: SARIMA(1, 1, 1)× (1, 1, 1)12 are AIC = 520. Modelul B: SARIMA(0, 1, 1)× (0, 1, 1)12
are AIC = 525. Care a�rmat, ie este cea mai corect ?

A) Modelul A este întotdeauna mai bun deoarece are AIC mai mic
B) Modelul B ar trebui preferat datorit  parcimoniei în ciuda AIC mai mare
C) Diferent,a AIC de 5 sugereaz  c  Modelul A este substant, ial mai bun
D) Nu putem compara modele cu ordine diferite

R spuns: C � Diferent,a AIC de 5 sugereaz  c  Modelul A este substant, ial mai bun

⊡ Regul  empiric : ∆AIC < 2: echivalente; 2�10: anumite dovezi; > 10: dovezi puternice
⊡ Aici: ∆AIC = 5 sugereaz  Modelul A semni�cativ mai bun
⊡ Întotdeauna: Veri�cat, i s, i diagnosticele reziduurilor s, i performant,a prognozei.

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 19: Modele Sezoniere în Reziduuri

Întrebare
Dup  ajustarea unui model SARIMA, observat, i vârfuri ACF semni�cative la lag-urile 12 s, i 24 în
reziduuri. Ce indic  aceasta?

A) Modelul este corect speci�cat
B) Componenta sezonier  este inadecvat 
C) Datele nu sunt sezoniere
D) A ap rut supraajustarea

R spuns: B � Componenta sezonier  este inadecvat 

⊡ Diagnostice: Reziduurile bune ar trebui s  �e zgomot alb (f r  ACF semni�cativ)
⊡ ACF sezonier în reziduuri: Modelul nu a capturat structura sezonier ; încercat, i s  cres,tet, i P sau

Q; veri�cat, i c  D este corect
⊡ Act

,
iune: Încercat, i SARIMA cu ordin sezonier mai mare, veri�cat, i Ljung-Box la lag-urile sezoniere

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 20: Prognoz  Practic 

Întrebare
Prognozat, i vânz ri retail lunare cu SARIMA(0, 1, 1)× (0, 1, 1)12. Pentru prognoza la 13 luni înainte,
care observat, ii istorice sunt cele mai in�uente?

A) Doar cea mai recent  observat, ie
B) Observat, ia de aceeas, i lun  din anul trecut
C) Toate observat, iile în mod egal
D) Doar observat, iile din aceeas, i lun  din tot, i anii anteriori

R spuns: B � Observat, ia de aceeas, i lun  din anul trecut

⊡ Pentru 13 luni înainte: Cea mai in�uent  este YT−11 (aceeas, i lun  anul trecut), de asemenea YT

s, i YT−12

⊡ Intuit
,
ie: �Ianuarie viitor arat  ca ianuarie trecut, ajustat pentru trendul recent�
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Întreb ri Adev rat/Fals (1-6)

Întrebare
Determinat, i dac  �ecare a�rmat, ie este Adev rat  sau Fals :

1. Perioada sezonier  s pentru date trimestriale cu modele anuale este s = 4.
2. Modelele SARIMA pot gestiona doar o singur  frecvent,  sezonier .
3. Dac  AIC selecteaz  SARIMA(1, 1, 1)× (1, 1, 1)12 s, i BIC selecteaz  modelul airline, BIC gres,es,te

întotdeauna.
4. Testul Kruskal-Wallis poate detecta sezonalitatea f r  a presupune normalitate.
5. Dup  ajustarea unui model SARIMA, reziduurile nu ar trebui s  arate ACF semni�cativ la lag-urile

sezoniere.
6. Transformarea logaritmic  convertes,te sezonalitatea multiplicativ  în aditiv .

R spunsul pe slide-ul urm tor...
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Solut, ii Adev rat/Fals (1-6)

R spunsuri

1. ADEV�RAT: Datele trimestriale cu ciclu anual au s = 4 trimestre pe an.
2. ADEV�RAT: SARIMA standard gestioneaz  un s; sezonalit t, i multiple necesit  TBATS sau

termeni Fourier.
3. FALS: BIC penalizeaz  complexitatea mai mult; modelul mai simplu poate � mai bun pentru

interpretare/prognoz .
4. ADEV�RAT: Kruskal-Wallis este neparametric, comparând distribut, iile între sezoane.
5. ADEV�RAT: ACF-ul reziduurilor ar trebui s  �e în limitele de încredere la TOATE lag-urile

inclusiv cele sezoniere.
6. ADEV�RAT: log(T × S × ε) = logT + log S + log ε (form  aditiv ).
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Problema 1: Expandarea Diferent,ei Sezoniere

Exercit, iu

Expandat, i complet (1− L)(1− L12)Yt . Ce observat, ii sunt implicate?

Solut, ie

⊡ (1− L)(1− L12) = 1− L− L12 + L13

⊡ Prin urmare: (1− L)(1− L12)Yt = Yt − Yt−1 − Yt−12 + Yt−13

⊡ Interpretare: Aceasta este diferent,a diferent,elor:
▶ Mai întâi diferent,a sezonier : Yt − Yt−12 (anul acesta vs anul trecut)
▶ Apoi diferent,a obis,nuit : (Yt − Yt−12)− (Yt−1 − Yt−13)

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Problema 2: Expandarea Modelului Airline

Exercit, iu

Scriet, i ecuat, ia complet  pentru modelul airline SARIMA(0, 1, 1)× (0, 1, 1)12:
(1− L)(1− L12)Yt = (1+ θ1L)(1+Θ1L

12)εt

Solut, ie

⊡ Expandat, i partea MA: (1+ θ1L)(1+Θ1L
12) = 1+ θ1L+Θ1L

12 + θ1Θ1L
13

⊡ Modelul complet: Yt − Yt−1 − Yt−12 + Yt−13 = εt + θ1εt−1 +Θ1εt−12 + θ1Θ1εt−13

⊡ Not : Termenul încrucis,at θ1Θ1L
13 este interact, iunea multiplicativ  între componentele MA

obis,nuite s, i sezoniere.
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Problema 3: Num rarea Parametrilor

Exercit, iu

Cât, i parametri (excluzând σ2) sunt în SARIMA(2, 1, 1)× (1, 0, 1)4?

Solut, ie

⊡ AR obis,nuit(p = 2): ϕ1, ϕ2 ⇒ 2 parametri
⊡ MA obis,nuit(q = 1): θ1 ⇒ 1 parametru
⊡ AR sezonier(P = 1): Φ1 ⇒ 1 parametru
⊡ MA sezonier(Q = 1): Θ1 ⇒ 1 parametru
⊡ Total: 5 parametri
⊡ Not : Ordinele de diferent, iere (d = 1, D = 0) nu adaug  parametri � sunt transform ri aplicate

datelor.

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp



Probleme Practice 34

Problema 3: Num rarea Parametrilor

Exercit, iu

Cât, i parametri (excluzând σ2) sunt în SARIMA(2, 1, 1)× (1, 0, 1)4?

Solut, ie

⊡ AR obis,nuit(p = 2): ϕ1, ϕ2 ⇒ 2 parametri
⊡ MA obis,nuit(q = 1): θ1 ⇒ 1 parametru
⊡ AR sezonier(P = 1): Φ1 ⇒ 1 parametru
⊡ MA sezonier(Q = 1): Θ1 ⇒ 1 parametru
⊡ Total: 5 parametri
⊡ Not : Ordinele de diferent, iere (d = 1, D = 0) nu adaug  parametri � sunt transform ri aplicate

datelor.

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp



Probleme Practice 35

Problema 4: Prognoza SARIMA

Exercit, iu

Dat modelul airline cu θ1 = −0.4 s, i Θ1 = −0.6, s, i:
⊡ YT = 500, YT−1 = 495, YT−11 = 480, YT−12 = 470
⊡ εT = 5, εT−11 = −3, εT−12 = 2

Prognozat, i YT+1.

Solut, ie

⊡ Din model: YT+1 = YT + YT−11 − YT−12 + εT+1 + θ1εT +Θ1εT−11 + θ1Θ1εT−12

⊡ Setând E[εT+1] = 0:
ŶT+1 = 500+ 480− 470+ 0+ (−0.4)(5) + (−0.6)(−3) + (−0.4)(−0.6)(2)
= 510− 2+ 1.8+ 0.48 = 510.28
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ŶT+1 = 500+ 480− 470+ 0+ (−0.4)(5) + (−0.6)(−3) + (−0.4)(−0.6)(2)
= 510− 2+ 1.8+ 0.48 = 510.28
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Problema 5: Identi�carea Perioadei Sezoniere

Exercit, iu

Potrivit, i �ecare tip de date cu perioada sezonier  tipic  s:
1. Date trimestriale de PIB
2. Vânz ri retail lunare
3. Rezerv ri s pt mânale la restaurante
4. Cerere zilnic  de electricitate

Solut, ie

1. PIB trimestrial: s = 4 (ciclu anual pe 4 trimestre)
2. Vânz ri retail lunare: s = 12 (ciclu anual pe 12 luni)
3. Rezerv ri s pt mânale la restaurante: s = 7 (ciclu s pt mânal) sau s = 52 (anual)
4. Cerere zilnic  de electricitate: s = 7 (model s pt mânal) sau s = 365 (anual)
5. Not : Unele serii au modele sezoniere multiple (de ex., datele zilnice pot avea cicluri s pt mânale

S, I anuale).
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Exemplu: Analiza Vânz rilor Retail Lunare

Scenariu
Avet, i 5 ani de date de vânz ri retail lunare cu vârfuri clare în decembrie s, i sc deri în ianuarie.
Construit, i un model SARIMA potrivit.

Abordare Pas cu Pas
1. Inspect

,
ie vizual : Gra�cul arat  trend ascendent + vârfuri puternice în decembrie

2. Perioada sezonier : Date lunare cu model anual ⇒ s = 12
3. Transformare: Considerat, i log(Yt) dac  amplitudinea sezonier  cres,te cu nivelul
4. Diferent

,
iere: Încercat, i (1− L)(1− L12)Yt � veri�cat, i ACF/PACF

5. Selectarea modelului: Începet, i cu modelul airline, comparat, i prin AIC
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Exemplu: Interpretarea ACF/PACF pentru Date Sezoniere

Modele Observate (dup  diferent, iere)

⊡ ACF: Semni�cativ la lag-urile 1, 12; se anuleaz  dup  lag 1 s, i lag 12
⊡ PACF: Semni�cativ la lag-urile 1, 12, 13; descres,te la multiplii de 12

Interpretare

⊡ Componenta obis
,
nuit : ACF se anuleaz  la 1 ⇒ MA(1)

⊡ Componenta sezonier : ACF semni�cativ doar la lag 12 ⇒ MA(1) sezonier
⊡ Model sugerat: SARIMA(0, d , 1)× (0,D, 1)12 � modelul airline.
⊡ Veri�care alternativ : Dac  PACF ar � ar tat anulare la lag-urile sezoniere în loc de ACF,

considerat, i termeni AR sezonieri.
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Exemplu: Implementare Python

Ajustarea SARIMA în Python
from statsmodels.tsa.statespace.sarimax import SARIMAX
import pmdarima as pm

# Ajustare manual 
model = SARIMAX(y, order=(0,1,1), seasonal_order=(0,1,1,12))
results = model.fit()
print(results.summary())

# Select,ie automat 
auto_model = pm.auto_arima(y, seasonal=True, m=12,

start_p=0, max_p=2,
start_q=0, max_q=2,
d=1, D=1,
trace=True)

TSA_ch4_sarima_estimation
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Exemplu: Interpretarea Rezultatelor SARIMA

Rezultate Exemplu statsmodels
SARIMAX Results

==============================================================
Model: SARIMAX(0,1,1)x(0,1,1,12) AIC: 1348.52

BIC: 1358.21
==============================================================

coef std err z P>|z|
--------------------------------------------------------------
ma.L1 -0.4018 0.072 -5.58 0.000
ma.S.L12 -0.5521 0.081 -6.82 0.000
sigma2 1254.3201 142.856 8.78 0.000

Interpretare

⊡ θ̂1 = −0.40: MA negativ � s,ocurile pozitive reduc valoarea perioadei urm toare
⊡ Θ̂1 = −0.55: Corelat, ia pentru aceeas, i sezon este captat 
⊡ Ambii coe�cient, i semni�cativi (p < 0.001); |θ|, |Θ| < 1 � invertibil

TSA_ch4_sarima_estimation
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Studiu de Caz: Pasageri Aerieni (1949�1960)
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International Airline Passengers (1949-1960)

Monthly Passengers 12-Month Moving Average

⊡ Set de date clasic Box-Jenkins: 144 observat, ii lunare
⊡ Trend ascendent clar s, i tipar sezonier (vârfuri vara)
⊡ Amplitudinea sezonier  cres

,
te cu nivelul ⇒ sezonalitate multiplicativ 

⊡ Sugereaz : transformare logaritmic  + modelare SARIMA
TSA_ch4_case_airline
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Analiza ACF/PACF Dup  Diferent, iere
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⊡ Dup  (1− L)(1− L12) log(Yt): seria pare stat, ionar 
⊡ Vârf semni�cativ la lag 1 în ACF ⇒ component  MA(1)
⊡ Vârf semni�cativ la lag 12 în ACF ⇒ component  MA(1) sezonier 
⊡ Modelul sugereaz : SARIMA(0, 1, 1)(0, 1, 1)12 (modelul airline)

TSA_ch4_sarima_identi�cation
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Rezultate Estimare SARIMA: Date Pasageri Aerieni

Model: SARIMA(0, 1, 1)(0, 1, 1)12 pe log(Pasageri)

Parametru Estimat Eroare Std. z-stat valoare-p

θ1 (MA.L1) −0.4018 0.0896 −4.48 < 0.001
Θ1 (MA.S.L12) −0.5569 0.0731 −7.62 < 0.001
σ2 0.00135 � � �

Statistici de Ajustare a Modelului

⊡ Log-Verosimilitate: 244.70
⊡ AIC: −483.40, BIC: −474.53
⊡ Ambii coe�cient, i MA semni�cativi s, i în limitele de invertibilitate

TSA_ch4_sarima_estimation
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Prognoz : 24 Luni Înainte
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Airline Passengers: SARIMA(0, 1, 1) × (0, 1, 1)12 Forecast

Training Data Actual SARIMA Forecast 95% CI

⊡ Prognozele capteaz  atât trendul cât s, i tiparul sezonier
⊡ Intervalele de încredere de 95% se l rgesc pe orizontul de prognoz 
⊡ Vârfurile sezoniere (iulie-august) s, i sc derile (februarie) clar vizibile
⊡ Modelul extrapoleaz  cu succes tiparul sezonier multiplicativ

TSA_ch4_sarima_forecast
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Diagnostice Model
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⊡ Reziduurile par aleatoare f r  modele sistematice
⊡ Distribut, ie aproximativ normal  (gra�cul Q-Q aproape de diagonal )
⊡ ACF-ul reziduurilor în limitele de încredere � f r  autocorelat, ie semni�cativ 
⊡ Testul Ljung-Box: p > 0.05 la toate lag-urile testate ⇒ model adecvat

TSA_ch4_sarima_diagnostics
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Discut, ie: Sezonalitate Determinist  vs Stochastic 

Întrebare Cheie
Când ar trebui s  folosit, i variabile dummy sezoniere vs SARIMA pentru date sezoniere?

Considerat, ii

Variabile dummy sezoniere (deterministe):
⊡ Model �x, care se repet  în �ecare an
⊡ Acelas, i efect decembrie în �ecare an
⊡ Potrivite când sezonalitatea este stabil 

SARIMA (stochastic):

⊡ Model sezonier în evolut, ie
⊡ Decembrie anul acesta depinde de decembrie anul trecut
⊡ Mai bun când amplitudinea sezonier  variaz 
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Discut, ie: Transformarea Logaritmic 

Întrebare Cheie
Când ar trebui s  luat, i logaritmi înainte de a ajusta SARIMA?

Îndrum ri
Folosit

,
i transformarea log când:

⊡ Fluctuat, iile sezoniere cresc cu nivelul (sezonalitate multiplicativ )
⊡ Variant,a cres,te în timp
⊡ Datele sunt strict pozitive (pret,uri, vânz ri, num r tori)

Evitat
,
i log când:

⊡ Tiparul sezonier este aditiv (amplitudine constant )
⊡ Datele cont, in zerouri sau negative
⊡ Deja pe o scal  de rate/proport, ii

Sfat: Comparat, i AIC-ul modelelor cu s, i f r  transformare log.
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Discut, ie: Sezonalit t, i Multiple

Provocare
Datele zilnice de vânz ri pot avea atât modele s pt mânale (7 zile) cât s, i anuale (365 zile). Cum
gestionat, i aceasta?

Abord ri
1. SARIMA imbricat: Modelat, i la frecvent,a mai scurt , includet, i mai lung  ca exogen 
2. Modele TBATS/BATS: Gestioneaz  explicit sezonalit t, i multiple
3. Termeni Fourier: Ad ugat, i termeni sin/cos pentru �ecare frecvent,  sezonier 
4. Prophet/similare: Instrumente moderne proiectate pentru sezonalit t, i multiple

Not : SARIMA standard gestioneaz  doar o perioad  sezonier . Pentru sezonalitate complex ,
considerat, i metode specializate.
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Discut, ie: Prognozarea Datelor Sezoniere

Întrebare Cheie
Care sunt provoc rile unice ale prognoz rii seriilor de timp sezoniere?

Provoc ri s, i Solut, ii

⊡ Orizontul conteaz : Prognoza pe 12 luni înseamn  prezicerea unui ciclu complet
⊡ Incertitudinea cres

,
te: Prognozele sezoniere compun incertitudinea obis,nuit 

⊡ Puncte de cotitur : Captarea când sezoanele ating vârf/minim
⊡ Rupturi structurale: COVID-19 a perturbat multe modele sezoniere

Bune practici:

⊡ Folosit, i validare încrucis,at  cu origine mobil 
⊡ Comparat, i cu benchmark-ul naiv sezonier
⊡ Raportat, i intervale de prognoz , mai ales la orizonturi sezoniere
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Exercit, iu AI: Gândire critic 
Prompt de testat în ChatGPT / Claude / Copilot

�Descarc  de pe FRED product,ia lunar  de electricitate din SUA (seria IPG2211A2N) din 2010-01 pân  în 2024-12 (180

observat,ii). Identi�c  perioada de sezonalitate cu ACF s, i periodograma. Aplic  transformarea Box-Cox dac  e nevoie.

Estimeaz  un model SARIMA(p, d, q) × (P,D,Q)12 cu auto_arima. Împarte datele în antrenare (2010�2023) s, i test

(2024), evalueaz  cu RMSE s, i MASE relativ la seasonal naive. Vreau cod Python complet cu gra�ce.�

Exercit
,
iu:

1. Rulat, i prompt-ul într-un LLM la alegere s, i analizat, i critic r spunsul.
2. Identi�c  corect perioada sezonier  s = 12? Foloses,te ACF sau periodograma?
3. Aplic  Box-Cox înainte de diferent, iere? Justi�c  alegerea lui λ?
4. Compar  cu un baseline seasonal naive, sau doar raporteaz  RMSE f r  context?
5. Veri�c  reziduurile la lag-urile sezoniere (12, 24, 36)?

Atent
,
ie: Codul generat de AI poate rula f r  erori s, i ar ta profesional. Asta nu înseamn  c  e corect.
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Exercit, ii pentru Acas 
1. Teoretic: Ar tat, i c  (1− L)(1− L4) poate � scris ca (1− L− L4 + L5) s, i explicat, i ce face aceast 

transformare datelor trimestriale cu sezonalitate anual .

2. Calcul: Pentru SARIMA(1, 0, 0)× (1, 0, 0)4 cu ϕ1 = 0.5 s, i Φ1 = 0.8, scriet, i polinomul AR complet
s, i identi�cat, i tot, i coe�cient, ii nenuli.

3. Aplicat: Desc rcat, i datele lunare despre pasagerii aerieni s, i:
▶ Reprezentat, i gra�c seria s, i identi�cat, i trend/sezonalitate
▶ Aplicat, i transform rile potrivite
▶ Ajustat, i modelul airline s, i interpretat, i coe�cient, ii
▶ Generat, i prognoze pe 24 de luni cu intervale de încredere

4. Comparat
,
ie: Ajustat, i atât SARIMA(0, 1, 1)× (0, 1, 1)12 cât s, i SARIMA(1, 1, 0)× (1, 1, 0)12 pe

datele despre pasagerii aerieni. Comparat, i folosind AIC, BIC s, i diagnosticele reziduurilor. Care
este preferat?
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Indicii pentru Solut, ii

Indicii
1. Expandat, i (1− L)(1− L4) = 1 · 1− 1 · L4 − L · 1+ L · L4 = 1− L− L4 + L5

2. Polinomul AR: (1− ϕ1L)(1− Φ1L
4) = 1− 0.5L− 0.8L4 + 0.4L5

3. Pentru datele pasagerilor aerieni:
▶ Folosit, i transformarea log (sezonalitate multiplicativ )
▶ Atât d = 1 cât s, i D = 1 sunt necesare
▶ Estim ri tipice: θ1 ≈ −0.4, Θ1 ≈ −0.6

4. Modelul airline bazat pe MA se potrives,te de obicei mai bine decât modelul AR sezonier pur
pentru aceste date (AIC mai mic).
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Concluzii Cheie din Acest Seminar

Puncte Principale

1. Diferent, ierea sezonier  (1− Ls) elimin  sezonalitatea stochastic 
2. Notat, ia SARIMA: (p, d , q)× (P,D,Q)s separ  obis,nuitul de sezonier
3. Modelul airline este surprinz tor de e�cient pentru multe seturi de date
4. Structura multiplicativ  creeaz  termeni de interact, iune
5. ACF/PACF arat  modele atât la lag-urile obis,nuite cât s, i la cele sezoniere
6. Transformarea log adesea necesar  pentru sezonalitatea multiplicativ 

Pas, ii Urm tori

Capitolul 5 va acoperi seriile de timp multivariate: modele VAR, cauzalitatea Granger s, i cointegrarea.
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V  mult
,
umesc!

Întreb ri?

Materialele seminarului sunt disponibile la:
https://danpele.github.io/Time-Series-Analysis/

Quantlet Quantinar
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