
Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

Seminar 7: Cointegrare & VECM

Daniel Traian PELE

Academia de Studii Economice din Bucures,ti
IDA Institute Digital Assets
Blockchain Research Center
AI4EFin Arti�cial Intelligence for Energy Finance
Academia Român , Institutul de Prognoz  Economic 
MSCA Digital Finance

https://www.ase.ro
https://theida.net
https://blockchain-research-center.com
https://www.ai4efin.ase.ro
https://ipe.ro/new
https://www.digital-finance-msca.com
https://quantlet.com
https://quantinar.com


2

Cuprins Seminar
⊡ Test de Recapitulare � Veri�care cunos,tint,e

⊡ Întreb ri Adev rat/Fals � Veri�c ri conceptuale

⊡ Probleme Practice � Practic  aplicat 

⊡ Exemple Rezolvate � Solut, ii detaliate

⊡ Subiecte de Discut
,
ie � Gândire critic 

⊡ Exercit
,
iu cu asistent

,
  AI � Gândire critic 

⊡ Exercit
,
ii pentru Studiu Individual � Practic  extins 
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Test 1: De�nit, ia Cointegr rii

Întrebare
Dou  variabile I(1), Xt s, i Yt , sunt cointegrate dac :

A) Ambele sunt stat, ionare
B) Suma lor este I(2)
C) O combinat, ie liniar  a lor este I(0)
D) Au aceeas, i medie

R spunsul pe slide-ul urm tor...

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 1: R spuns

R spuns: C � O combinat, ie liniar  este I(0)
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⊡ Cheie: Yt − βXt ∼ I (0) înseamn  c  seriile au un trend stochastic comun. Combinat, ia liniar 
(spread-ul) este stat, ionar  chiar dac  ambele serii sunt nestat, ionare.

TSA_ch7_cointegrated_series

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch7/TSA_ch7_cointegrated_series


Test de Recapitulare 5

Test 2: Regresia Fals 

Întrebare
Când regres m un mers aleator pe alt mers aleator independent, de obicei obt, inem:

A) R2 mic s, i coe�cient, i nesemni�cativi
B) R2 mare s, i coe�cient, i semni�cativi (fals!)
C) Coe�cient, i zero
D) Rezultate nede�nite

R spunsul pe slide-ul urm tor...
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Test 2: R spuns

R spuns: B � R2 mare s, i coe�cient, i semni�cativi (fals!)
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Slope: 0.29
p-value: 0.0616
DW  0.1

Spurious Regression
R2 = 0.035, but variables are unrelated!

⊡ Granger-Newbold (1974): Regresarea seriilor I(1) nerelat, ionate d  rezultate îns,el toare. Regul :
Dac  R2 > DW , suspectat, i regresie fals !

TSA_ch7_spurious_regression
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https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch7/TSA_ch7_spurious_regression
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Test 3: Testul Engle-Granger

Întrebare
În metoda Engle-Granger în doi pas, i, ce test m în pasul 2?

A) Dac  variabilele originale sunt stat, ionare
B) Dac  reziduurile regresiei au r d cin  unitar 
C) Dac  coe�cient, ii sunt semni�cativi
D) Dac  R2 este su�cient de mare

R spunsul pe slide-ul urm tor...

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 3: R spuns

R spuns: B � Dac  reziduurile au r d cin  unitar 

⊡ Pasul 1: Rul m OLS: Yt = α+ βXt + et , salv m reziduurile êt
⊡ Pasul 2: Test ADF pe reziduuri: ∆êt = ρêt−1 + . . .

▶ H0: ρ = 0 (r d cin  unitar  ⇒ f r  cointegrare)
▶ H1: ρ < 0 (stat, ionar ⇒ cointegrare!)

⊡ Important: Folosit, i valorile critice Engle-Granger, nu ADF standard!

TSA_ch7_case_cointegration

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch7/TSA_ch7_case_cointegration
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Test 4: Avantajul Testului Johansen

Întrebare
Principalul avantaj al testului Johansen fat,  de Engle-Granger este:

A) Este mai simplu de calculat
B) Poate detecta relat, ii de cointegrare multiple
C) Nu necesit  date
D) G ses,te întotdeauna cointegrare

R spunsul pe slide-ul urm tor...
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Test 4: R spuns

R spuns: B � Poate detecta relat, ii de cointegrare multiple
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Method Engle-Granger Johansen
# of CI vectors 1 only Multiple
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Estimation Two-step MLE
Efficiency Lower Higher

Johansen vs Engle-Granger

⊡ Avantaje Johansen:
⊡ Testeaz  pentru r = 0, 1, 2, . . . , k − 1 vectori de cointegrare
⊡ Verosimilitate maxim  (mai e�cient); nu necesit  alegerea variabilei dependente

TSA_ch7_johansen_eigenvalues

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch7/TSA_ch7_johansen_eigenvalues
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Test 5: Rangul Matricei Π

Întrebare
Într-un VECM cu k = 3 variabile, dac  rang(Π) = 2, aceasta înseamn :

A) F r  cointegrare
B) O relat, ie de cointegrare
C) Dou  relat, ii de cointegrare
D) Toate variabilele sunt stat, ionare

R spunsul pe slide-ul urm tor...
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Test de Recapitulare 12

Test 5: R spuns

R spuns: C � Dou  relat, ii de cointegrare

⊡ Interpretarea rangului pentru k variabile:
▶ rang(Π) = 0: F r  cointegrare (folosit, i VAR în diferent,e)
▶ 0 < rang(Π) = r < k: r vectori de cointegrare (folosit, i VECM)
▶ rang(Π) = k: Toate variabilele sunt I(0) (folosit, i VAR în niveluri)

⊡ Cu k = 3 s
,
i r = 2:

▶ Dou  relat, ii de echilibru
▶ Doar k − r = 1 trend stochastic comun

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 6: Structura VECM

Întrebare
În ecuat, ia VECM ∆Yt = c+αβ′Yt−1 + . . ., ce reprezint  α?

A) Vectorii de cointegrare
B) Coe�cient, ii de ajustare (înc rcare)
C) Dinamica pe termen scurt
D) Variant,a erorilor

R spunsul pe slide-ul urm tor...

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp



Test de Recapitulare 14

Test 6: R spuns

R spuns: B � Coe�cient, ii de ajustare (înc rcare)
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VECM: Both Variables Adjust

Y1 ( 1 = 0.3) Y2 ( 2 = +0.1)

Long-run: Y1 = Y2

Y1 adjusts down
( 1 < 0)

Y2 adjusts up
( 2 > 0)

Error Correction Mechanism

⊡ Π = αβ′:
⊡ β = vectorii de cointegrare (de�nesc echilibrul)
⊡ α = vitezele de ajustare (cât de repede corecteaz  �ecare variabil )

TSA_ch7_error_correction

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch7/TSA_ch7_error_correction
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Test 7: Termenul de Corect, ie a Erorilor

Întrebare
Dac  Yt − βXt este relat, ia de cointegrare s, i acest termen este pozitiv, ce se întâmpl ?

A) Y este deasupra echilibrului; Y ar trebui s  scad  (dac  α < 0)
B) Y este sub echilibru; Y ar trebui s  creasc 
C) Nimic, corect, ia erorilor nu afecteaz  nivelurile
D) Ambele variabile cresc

R spunsul pe slide-ul urm tor...

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 7: R spuns

R spuns: A � Y deasupra echilibrului; scade dac  α < 0

⊡ Mecanismul de corect
,
ie a erorilor:

∆Yt = α(Yt−1 − βXt−1) + . . .

⊡ Dac  Yt−1 − βXt−1 > 0: Y este �prea sus�
⊡ Cu α < 0: ∆Yt < 0 (Y scade spre echilibru)
⊡ Aceasta este �corect, ia erorilor� care trage Y înapoi
⊡ Convent

,
ie de semn: α ar trebui s  �e negativ pentru ca variabila dependent  s  se mis,te înapoi

spre echilibru.

TSA_ch7_error_correction

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch7/TSA_ch7_error_correction
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Test 8: Exogenitate Slab 

Întrebare
Dac  α2 = 0 într-un VECM bivariat, aceasta înseamn :

A) Nu exist  cointegrare
B) Variabila 2 nu se ajusteaz  la dezechilibru (slab exogen )
C) Variabila 1 nu se ajusteaz 
D) Ambele variabile sunt stat, ionare

R spunsul pe slide-ul urm tor...

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 8: R spuns

R spuns: B � Variabila 2 este slab exogen 

⊡ Exogenitate slab : Variabila nu r spunde la dezechilibru.
⊡ Exemplu: Ratele dobânzii

▶ Rata pe termen lung (Rt) adesea slab exogen  (αR ≈ 0)
▶ Rata pe termen scurt (rt) se ajusteaz  la spread (αr < 0)
▶ Interpretare: Banca central  ajusteaz  rata scurt  pentru a ment, ine structura termenelor

⊡ Implicat
,
ie: Putem estima o singur  ecuat, ie pentru variabila care se ajusteaz .

TSA_ch7_case_vecm

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 9: Testul Trace

Întrebare
Testul trace Johansen cu H0 : r ≤ 1 vs H1 : r > 1 testeaz  dac :

A) Exist  exact un vector de cointegrare
B) Exist  cel mult un vector de cointegrare
C) Exist  mai mult de un vector de cointegrare
D) Toate valorile proprii sunt zero

R spunsul pe slide-ul urm tor...

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Test 9: R spuns

R spuns: B � Exist  cel mult un vector de cointegrare

⊡ Not : (B) descrie ipoteza nul  H0 : r ≤ 1, ceea ce este ceea ce testul testeaz . (C) descrie
ipoteza alternativ  H1 : r > 1, nu ceea ce testul �testeaz  dac �.

⊡ Procedura de testare secvent
,
ial :

1. Test m H0 : r = 0 vs H1 : r > 0
2. Dac  respingem, test m H0 : r ≤ 1 vs H1 : r > 1
3. Continu m pân  nu mai respingem...

⊡ Statistica trace:

λtrace(r) = −T
k∑

i=r+1

ln(1− λ̂i )

⊡ Respingem H0 dac  statistica trace > valoarea critic .

TSA_ch7_johansen_eigenvalues

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch7/TSA_ch7_johansen_eigenvalues
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Test 10: VECM vs VAR în Diferent,e

Întrebare
Dac  variabilele sunt cointegrate, folosirea VAR în diferent,e prime în loc de VECM:

A) D  rezultate identice
B) Este mai e�cient 
C) Pierde informat, ia pe termen lung (model gres, it speci�cat)
D) Este abordarea preferat 

R spunsul pe slide-ul urm tor...
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Test 10: R spuns

R spuns: C � Pierde informat, ia pe termen lung

⊡ Teorema Reprezent rii Granger: Dac  exist  cointegrare, reprezentarea VECM exist  s, i trebuie
folosit .

VAR(∆) VECM

Echilibru pe termen lung Pierdut P strat
Corect, ia erorilor Nu Da
Prognoze (termen lung) Slabe Mai bune

⊡ Concluzie: Diferent, ierea elimin  relat, ia pe termen lung pe care o reprezint  cointegrarea!

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Întreb ri Adev rat/Fals
Determinat, i dac  �ecare a�rmat, ie este Adev rat  sau Fals :

1. Cointegrarea necesit  ca toate variabilele s  �e I(1).
2. Vectorul de cointegrare este unic.
3. Regresia fals  are statistic  Durbin-Watson mic .
4. În VECM, ambii coe�cient, i α trebuie s  �e nenuli.
5. Testul Johansen necesit  alegerea unei variabile dependente.
6. Num rul de trenduri comune = k − r .

R spunsurile pe slide-ul urm tor...

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Adev rat/Fals: Solut, ii

1. Cointegrarea necesit  ca toate variabilele s  �e I(1). ADEV�RAT
Cazul standard CI(1,1): toate variabilele I(1), combinat,ia liniar  I(0). (Acesta este cazul standard CI(1,1). Mai

general, cointegrarea poate exista între variabile cu ordine superioare de integrare, dar CI(1,1) este de departe cel mai

frecvent în practic .)

2. Vectorul de cointegrare este unic. FALS
Unic doar pân  la înmult,irea cu un scalar. De obicei normalizat (β1 = 1).

3. Regresia fals  are statistic  Durbin-Watson mic . ADEV�RAT
DW ≈ 0 indic  reziduuri puternic autocorelate (nestat,ionare).

4. În VECM, ambii coe�cient, i α trebuie s  �e nenuli. FALS
Unul poate � zero (exogenitate slab ). Cel put,in unul trebuie s  �e nenul.

5. Testul Johansen necesit  alegerea unei variabile dependente. FALS
Asta e pentru Engle-Granger. Johansen trateaz  toate variabilele simetric.

6. Num rul de trenduri comune = k − r . ADEV�RAT
k variabile, r relat,ii de cointegrare ⇒ k − r trenduri stochastice comune.

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Problema 1: Identi�carea Cointegr rii

Exercit, iu

Avet, i date trimestriale pentru consum (Ct) s, i venit (Yt). Testele ADF arat  c  ambele sunt I(1).
Regresia Ct = 0.85Yt + et d  reziduuri cu statistica ADF = −3.92. Valoarea critic  Engle-Granger la
5% pentru 2 variabile este −3.34.

Sunt Ct s, i Yt cointegrate?

R spunsul pe slide-ul urm tor...

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Problema 1: Solut, ie

Solut, ie: Da, sunt cointegrate

⊡ Test: H0: F r  cointegrare (reziduurile au r d cin  unitar )
⊡ Statistica ADF: −3.92
⊡ Valoarea critic  (5%): −3.34
⊡ Deoarece −3.92 < −3.34, respingem H0 la nivelul de 5%.
⊡ Concluzie: Reziduurile sunt stat, ionare ⇒ Exist  cointegrare!
⊡ Interpretare: Consumul s, i venitul au un trend comun. Vectorul de cointegrare este aproximativ

(1,−0.85), consistent cu ipoteza venitului permanent.

TSA_ch7_case_cointegration
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Problema 2: Interpretarea VECM

Exercit, iu

Un VECM pentru rata pe termen scurt (rt) s, i rata pe termen lung (Rt) d :

∆rt = 0.01− 0.25(rt−1 − Rt−1) + . . .

∆Rt = 0.005− 0.02(rt−1 − Rt−1) + . . .

Interpretat, i coe�cient, ii de ajustare.

R spunsul pe slide-ul urm tor...

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Problema 2: Solut, ie

Solut, ie

⊡ Termenul de corect
,
ie a erorilor: (rt−1 − Rt−1) = spread-ul

⊡ Rata pe termen scurt (αr = −0.25):
▶ Când spread-ul este pozitiv (scurt > lung), rata scurt  scade
▶ 25% din dezechilibru este corectat per perioad 
▶ Rata scurt  se ajusteaz  activ

⊡ Rata pe termen lung (αR = −0.02):
▶ Coe�cient de ajustare foarte mic
▶ Rata lung  este aproape slab exogen 
▶ Condus  mai mult de as,tept ri, nu de corect, ia erorilor

⊡ Interpretare economic : Banca central  (rata scurt ) se ajusteaz  pentru a ment, ine curba
randamentelor.

TSA_ch7_interest_rates_coint
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Problema 3: Rezultatele Testului Johansen

Exercit, iu

Testul trace Johansen pentru 3 variabile d :

H0 Stat. Trace VC 5%

r = 0 45.2 29.8
r ≤ 1 18.1 15.5
r ≤ 2 3.2 3.8

Care este rangul de cointegrare?

R spunsul pe slide-ul urm tor...

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Problema 3: Solut, ie

Solut, ie: Rangul = 2

⊡ Testare secvent
,
ial :

1. H0 : r = 0: 45.2 > 29.8 ⇒ Respingem (cel put, in 1)
2. H0 : r ≤ 1: 18.1 > 15.5 ⇒ Respingem (cel put, in 2)
3. H0 : r ≤ 2: 3.2 < 3.8 ⇒ Nu respingem

⊡ Concluzie: r = 2 relat, ii de cointegrare
⊡ Implicat

,
ii:

▶ Dou  relat, ii de echilibru între 3 variabile
▶ Doar 3− 2 = 1 trend stochastic comun
▶ Folosit, i VECM cu 2 termeni de corect, ie a erorilor

TSA_ch7_johansen_eigenvalues
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Exemplu: Structura la Termen a Ratelor Dobânzii

Teoria Economic 
Ipoteza as,tept rilor: R

(n)
t = 1

n

∑n−1

i=0
Et [rt+i ] + prim 

Dac  prima este constant  ⇒ spread-ul (Rt − rt) ar trebui s  �e stat,ionar.

Constat ri Tipice

⊡ Ambele rate sunt I(1) (con�rmat de ADF)
⊡ Testul Johansen: r = 1 vector de cointegrare
⊡ Vector de cointegrare ≈ (1,−1): spread-ul este stat, ionar
⊡ Rata scurt  se ajusteaz  (αr < 0), rata lung  slab exogen 

Implicat, ie de Politic 
Banca central  controleaz  rata scurt ; rata lung  este condus  de as,tept ri.

TSA_ch7_interest_rates_coint
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Exemplu: Paritatea Puterii de Cump rare (PPP)

Teoria PPP
et = pt − p∗t (log curs de schimb = diferent,ialul de pret,uri)
Cursul real de schimb: qt = et − pt + p∗t ar trebui s  �e stat,ionar (PPP pe termen lung)

Provoc ri Empirice

⊡ Teste r d cin  unitar : et , pt , p∗
t toate I(1)

⊡ Teste de cointegrare: Rezultate mixte în funct, ie de es,antion
⊡ Timp de înjum t t, ire al deviat, iilor PPP: 3-5 ani (ajustare lent )
⊡ Exogenitate slab : Cursul de schimb adesea nu se ajusteaz 

Puzzle-ul PPP
Cursul real de schimb este foarte persistent�revenirea lent  la medie este greu de explicat cu modelele
standard.

TSA_ch7_ppp_cointegration
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Exemplu: Strategia Pairs Trading

Ideea
G sit,i act,iuni cointegrate ⇒ tranzact,ionat,i spread-ul stat,ionar

Pas, i de Implementare

1. Identi�cat
,
i perechile: Testat, i cointegrarea (ex., Coca-Cola & Pepsi)

2. Estimat
,
i spread-ul: zt = PA − βPB

3. Reguli de tranzact
,
ionare:

▶ zt > µ+ 2σ: Vindet, i A, Cump rat, i B (spread prea larg)
▶ zt < µ− 2σ: Cump rat, i A, Vindet, i B (spread prea îngust)
▶ Ies, it, i când zt ≈ µ

Riscuri
Cointegrarea se poate rupe; spread-ul poate s  nu revin ; costuri de tranzact,ie.

TSA_ch7_pairs_trading
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Analiza Cointegr rii în Python: Funct, ii Cheie

Biblioteci Esent, iale
from statsmodels.tsa.stattools import coint, adfuller

from statsmodels.tsa.vector_ar.vecm import coint_johansen, VECM

Flux de Lucru
1. Teste r d cin  unitar : adfuller(serie)
2. Engle-Granger: coint(y, x) returneaz  stat. test & p-value
3. Johansen: coint_johansen(data, det_order, k_ar_diff)

4. Estimare VECM: model = VECM(data, k_ar_diff=2, coint_rank=1)

5. Rezultate: results = model.fit()

Not 
Exemple complete de lucru sunt furnizate în notebook-urile Jupyter.

TSA_ch7_case_vecm
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Discut, ie: Cointegrare vs Corelat, ie

Întrebare Cheie
Dou  serii sunt puternic corelate. Sunt ele cointegrate?

R spuns: Nu neap rat!

⊡ Corelat
,
ie: M soar  co-mis,carea (poate � fals  pentru I(1))

⊡ Cointegrare: Necesit  combinat, ie liniar  stat, ionar 

Exemplu

⊡ Dou  mersuri aleatoare independente pot avea corelat, ie > 0.9 pur întâmpl tor (corelat, ie fals ).
Dar NU sunt cointegrate�spread-ul lor este tot I(1).

⊡ Cointegrarea implic  o relat, ie de echilibru pe termen lung semni�cativ .

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Discut, ie: Alegerea Componentelor Deterministe

Întrebare Cheie
Testul Johansen are 5 cazuri pentru componentele deterministe. Pe care s  îl alegem?

Ghid
1. F r  constant , f r  trend: Rar folosit (necesit  date cu medie zero)
2. Constant  doar în EC: Serii în nivel, f r  drift
3. Constant  nerestrict

,
ionat : Cel mai comun pentru date economice

4. Trend în EC: Seriile au trenduri deterministe
5. Trend nerestrict

,
ionat: Diferent,e cu trend (necomun)

Sfat Practic

⊡ Începet, i cu Cazul 3 (constant  nerestrict, ionat ). Veri�cat, i sensibilitatea la speci�cat, ie. Folosit, i
rat, ionament economic: au nivelurile trenduri?

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Exercit, iu AI: Gândire critic 
Prompt de testat în ChatGPT / Claude / Copilot

�Folosind y�nance, descarc  pret,urile zilnice de închidere Coca-Cola (KO) s, i PepsiCo (PEP) din 2015-01-01 pân  în

2024-12-31 (aprox. 2.500 observat,ii). Testeaz  dac  �ecare serie este I(1) cu ADF s, i KPSS. Testeaz  cointegrarea cu

Engle-Granger s, i Johansen. Estimeaz  un model VECM s, i interpreteaz  vitezele de ajustare (α). Simuleaz  o strategie

simpl  de pairs trading bazat  pe spread-ul cointegrat. Vreau cod Python complet cu gra�ce.�

Exercit
,
iu:

1. Rulat, i prompt-ul într-un LLM la alegere s, i analizat, i critic r spunsul.
2. Veri�c  ordinul de integrare al �ec rei serii înainte de cointegrare?
3. Foloses,te atât Engle-Granger cât s, i Johansen? Rezultatele coincid?
4. Coe�cient, ii α au semnul corect? (ajustare spre echilibru pe termen lung)
5. Strategia de pairs trading t, ine cont de costurile de tranzact, ionare?

Atent
,
ie: Codul generat de AI poate rula f r  erori s, i ar ta profesional. Asta nu înseamn  c  e corect.

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Exercit, ii de F cut Acas 
1. Teoretic: Ar tat, i c  dac  Yt s, i Xt sunt ambele mersuri aleatoare cu aceeas, i inovat, ie, ele sunt

cointegrate.

2. Calcul: Având estim rile VECM:

∆Yt = 0.5− 0.3(Yt−1 − 2Xt−1) + 0.2∆Yt−1

∆Xt = 0.1+ 0.1(Yt−1 − 2Xt−1) + 0.4∆Xt−1

▶ Care este vectorul de cointegrare?
▶ Care variabil  se ajusteaz  mai rapid?
▶ Care este relat, ia de echilibru pe termen lung?

3. Aplicat: Desc rcat, i ratele trezoreriei la 10 ani s, i 3 luni:
▶ Testat, i pentru r d cini unitare; Testat, i pentru cointegrare
▶ Estimat, i VECM; Interpretat, i coe�cient, ii de ajustare

4. Gândire Critic : De ce ar putea PPP s  �e valabil  pe termen lung dar nu pe termen scurt?
TSA_ch7_case_forecast

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Indicii pentru Solut, iile Exercit, iilor

Indicii
1. Dac  Yt = Yt−1 + εt s, i Xt = Xt−1 + εt (acelas, i s,oc), atunci Yt − Xt = Y0 − X0 este constant 

(stat, ionar ).
2. Din VECM:

▶ Vector de cointegrare: (1,−2) (normalizat pe Y )
▶ Y se ajusteaz  mai rapid: |αY | = 0.3 > |αX | = 0.1
▶ Termen lung: Y = 2X (când termenul EC = 0)

3. Pentru ratele dobânzii:
▶ Ambele sunt de obicei I(1); spread-ul de obicei stat, ionar
▶ As,teptat, i un vector de cointegrare cu (1,−1)
▶ Rata scurt  se ajusteaz  de obicei; rata lung  adesea slab exogen 

4. Deviat, ii PPP: Costurile de transport, bunurile netranzact, ionate, pret,urile rigide, tarifele,
segmentarea piet,ei toate încetinesc ajustarea dar nu previn convergent,a pe termen lung.

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Concluzii Cheie din Acest Seminar

Puncte Principale

1. Cointegrarea: Variabile I(1) cu combinat, ie liniar  stat, ionar 
2. Regresia fals : R2 mare f r  cointegrare este lipsit de sens
3. Engle-Granger: Simplu, dar doar un vector de cointegrare
4. Johansen: Vectori multipli, MLE, mai puternic

Perspective VECM

⊡ β de�nes,te echilibrul; α determin  viteza de ajustare
⊡ Exogenitate slab  (α = 0): Variabila nu r spunde la dezechilibru
⊡ Folosit, i întotdeauna VECM (nu VAR în diferent,e) când exist  cointegrare

Amintit, i-v 
Cointegrarea este despre echilibrul pe termen lung, nu doar corelat,ie!

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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Exercit, iu de Replicare: Johansen (1991)

Obiectiv
Replicat, i analiza de cointegrare din Johansen (1991) pe date macroeconomice românes,ti.

1. Desc rcat,i date trimestriale (BNR/INS, 2005�2024): PIB real, consum privat, investit,ii
2. Aplicat,i logaritmul natural tuturor seriilor
3. Testat,i stationaritatea �ec rei serii (ADF, KPSS)
4. Selectat,i lag-ul VAR optim (AIC, BIC) pe seriile în nivel
5. Aplicat,i testul Johansen (trace s, i λmax) pentru rangul de cointegrare r

6. Estimat,i VECM(r) s, i interpretat,i vectorii de cointegrare β̂

7. Întrebare: Exist  o relat,ie de echilibru pe termen lung între consum, investit,ii s, i PIB în România?

Ref: Johansen, S. (1991). Estimation and Hypothesis Testing of Cointegration Vectors in Gaussian VAR Models, Econometrica, 59(6), 1551�1580.
TSA_ch7_case_cointegration
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Exercit, iu Monte Carlo: Dimensiunea Testului Johansen

Obiectiv
Evaluat, i dimensiunea empiric  a testului Johansen trace pentru diferite T s, i K .

1. Generat,i B = 5000 sisteme VAR(1) f r  cointegrare (r = 0):
∆Yt = εt , εt ∼ N(0, IK ) (K mersuri aleatorii independente)

2. Variat,i: K ∈ {2, 3, 5} s, i T ∈ {50, 100, 200, 500}
3. Pentru �ecare combinat,ie, aplicat,i testul trace Johansen cu H0 : r = 0 la α = 5%
4. Calculat,i rata empiric  de respingere (ar trebui ≈ 5%)
5. Analizat

,
i: (a) Testul este over-sized pentru K = 5,T = 50?

(b) Cum se comport  dimensiunea pe m sur  ce T cres,te?

(c) Repetat,i cu r = 1 (un vector de cointegrare) s, i evaluat,i puterea

Cod: from statsmodels.tsa.vector_ar.vecm import coint_johansen

TSA_ch7_johansen_eigenvalues

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp

https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch7/TSA_ch7_johansen_eigenvalues


Bibliogra�e 43

Bibliogra�e I

Fundamentele Seriilor de Timp

⊡ Hyndman, R.J., & Athanasopoulos, G. (2021). Forecasting: Principles and Practice, 3rd ed.,
OTexts.

⊡ Shumway, R.H., & Sto�er, D.S. (2017). Time Series Analysis and Its Applications, 4th ed.,
Springer.

⊡ Brockwell, P.J., & Davis, R.A. (2016). Introduction to Time Series and Forecasting, 3rd ed.,
Springer.

Serii de Timp Financiare

⊡ Tsay, R.S. (2010). Analysis of Financial Time Series, 3rd ed., Wiley.
⊡ Franke, J., Härdle, W.K., & Hafner, C.M. (2019). Statistics of Financial Markets, 4th ed.,

Springer.

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp



Bibliogra�e 44

Bibliogra�e II

Abord ri Moderne s, i Machine Learning

⊡ Nielsen, A. (2019). Practical Time Series Analysis, O'Reilly Media.
⊡ Petropoulos, F., et al. (2022). Forecasting: Theory and Practice, International Journal of

Forecasting.
⊡ Makridakis, S., Spiliotis, E., & Assimakopoulos, V. (2020). The M4 Competition, International

Journal of Forecasting.

Resurse Online s, i Cod

⊡ Quantlet: https://quantlet.com � Depozit de cod pentru statistic 
⊡ Quantinar: https://quantinar.com � Platform  de înv t,are metode cantitative
⊡ GitHub TSA: https://github.com/QuantLet/TSA/tree/main/TSA_ch7 � Cod Python pentru

acest seminar
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V  mult
,
umesc!

Întreb ri?

Materialele seminarului sunt disponibile la:
https://danpele.github.io/Time-Series-Analysis/

Quantlet Quantinar

Analiza s, i Prognoza Seriilor de Timp
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